Современные проблемы термодинамики 



Българска академия на науките 
Институт по механика и биомеханика 


Никола Петров, Йордан Бранков 

Съвременни проблеми на 
термодинамиката 

София 1982 

Издателство на българската академия на науките 



Н. Петров, Й. Браниов 

Современные проблемы 
термодинамики 


Перевод с болгарского 
д-ра физ.-мат. наук 
В. А, Загребнова 



Москва «Мир» 1986 



ББК 22.317 
ПЗО 
УДК 536.7 


Петров Н., Бранков Й. 

П 30 Современные проблемы термодинамики: Пер. с бол¬ 
гарского.— М.: Мир, 1986.— 288 с., ил. 

Книга болгарских физиков представляет собой попытку изложить совре¬ 
менную термодинамику во всей ее полноте: от аксиоматики до приложений 
к теории неравновесных процессов в средах с микроструктурой. В ней просле¬ 
живается и критически обсуждается развитие фундаментальных понятий сов¬ 
ременной термодинамики и статус этих понятий в настоящее время. 

Книга может быть рекомендована как студентам и аспирантам, изучающим 
термодинамику, так и преподавателям вузов и лекторам, ведущим соответст¬ 
вующие курсы. Отдельные разделы книги полезны физикам и фнзикохимикам, 
работающим в области молекулярной физики, механики сплошных сред и фи¬ 
зической химии. 


п 


1704020000—053 

041(01)—86 


52—86, ч. 1 


ББК 22.317 
530.1 


Редакция литературы по физике 


© Никола Константинов Петров, Йордан Георги¬ 
ев Бранков, 1982 
с/о .Іизаиіог, Зоііа 

@ перевод на русский язык, «Мир», 1986 



Предисловие переводчика 


Предлагаемая читателю в русском переводе книга болгар¬ 
ских физиков Н. Петрова и й. Бранкова является интересной 
попыткой изложить термодинамику на некотором новом и, как 
считают авторы, «современном» уровне. К настоящему вре¬ 
мени вышло в свет большое число книг по термодинамике, и, 
казалось бы, трудно ожидать, что еще одна монография на 
эту тему может вызвать сколько-нибудь значительный инте¬ 
рес. Однако данная книга несомненно привлечет внимание 
специалистов, а кроме того, послужит прекрасным учебным 
пособием для лиц, желающих углубить свои знания в термо¬ 
динамике, особенно в той ее части, которая связана с фунда¬ 
ментальными проблемами и вопросами формализации и обос¬ 
нования термодинамики. 

Авторы стремились изложить в книге современное состоя¬ 
ние термодинамики, начиная с аксиоматики и доведя изложе¬ 
ние до конкретных приложений неравновесной термодинамики, 
в том числе до описания термодинамических сред с микро¬ 
структурой и внешним управлением. 

Эта сложная задача решается авторами следующим обра¬ 
зом. Книга разделена на две части. Первая часть посвящена 
подробному изложению современного состояния равновесной 
термодинамики. В ней после исторической справки о возник¬ 
новении термодинамики как науки и развития основных ее 
концепций авторы детально анализируют различные форму¬ 
лировки основных ее законов и переходят к критическому 
разбору проблемы обоснования и аксиоматизации термодина¬ 
мики. Здесь основное внимание уделено изложению аксиома¬ 
тического подхода к макроскопической термодинамике, раз¬ 
работанного Тиссой, и строгой феноменологической теории 
равновесных ансамблей Гиббса, которая строится на макро¬ 
скопических представлениях о состоянии системы и природе 
теплового равновесия и является в некотором смысле ана¬ 
логом статистической механики Гиббса. 

Вторая часть книги посвящена неравновесной термодина¬ 
мике и термодинамике непрерывных сред. Изложение по¬ 
строено на идеях так называемой рациональной термоди¬ 
намической школы, знакомство с которыми представляет 
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определенный интерес. Математическая основа всех формаль¬ 
ных построений во второй части — формулировка второго 
начала термодинамики с помощью неравенства Клаузиуса — 
Дюгема. Авторам удалось охватить широкий класс систем и 
описать их с единой точки зрения, начиная с классических 
непрерывных сред и кончая средами с микроструктурой, 
мультиконтинуальными средами, средами, в которых идут 
химические реакции, и, наконец, средами с внешним управле¬ 
нием. 

Первая часть книги изобилует подробностями и ссылками 
исторического характера, которые вызовут у читателя особый 
интерес, позволяя проследить развитие основных идей термо¬ 
динамики. Вторая часть, хотя и написана более формально, 
позволяет получить представление о широте и степени приме¬ 
нимости формализма современной термодинамики к много¬ 
образию конкретных задач. 

Мне приятно выразить благодарность авторам за внима¬ 
ние к русскому переводу, а также замечания и разъяснения, 
которые помогли сделать его адекватным болгарскому ориги¬ 
налу. Это сотрудничество позволило также исправить опе¬ 
чатки, замеченные в болгарском издании. 


В. А. Загребное 



Предисловие авторов к русскому изданию 


Мы искренне рады переводу нашей книги «Современные про¬ 
блемы термодинамики» на русский язык. 

По историческим причинам развитие физики в Болгарии 
тесно связано с достижениями русских и советских физиков. 
В основанной через десять лет после освобождения Болгарии 
(1878 г.) Высшей школе в Софии (позднее Софийский уни¬ 
верситет) читал лекции по физике и проводил научно-иссле¬ 
довательскую работу выдающийся русский ученый Порфирий 
Иванович Бахметьев (1860 — 1913 гг.). Он является основопо¬ 
ложником не только термодинамики, но и вообще физики в 
Болгарии. Его исследования по связанным термомагнитным 
процессам в металлах не потеряли своей актуальности до се¬ 
годняшнего дня. 

Особенно плодотворным для болгарской физики является 
сотрудничество с советской наукой после Социалистической 
революции в Болгарии 9 сентября 1944 г. Только в этот пе¬ 
риод в Болгарии закладываются основы широкого фронта 
физических исследований, принимаются меры для преодоле¬ 
ния отставания в области физики конденсированного состоя¬ 
ния. Это стало возможным благодаря помощи, оказанной 
советскими учеными в деле подготовки и повышения квалифи¬ 
кации болгарских физиков. 

Мы рассматриваем издание нашей книги издательством 
«Мир» как вклад в процесс кооперирования научных исследо¬ 
ваний в НРБ и СССР. 

Со времени появления этой книги на болгарском языке 
прошло три года, а со времени завершения рукописи — пять 
лет. Тем не менее авторы верят, что название книги «Совре¬ 
менные проблемы термодинамики» правильно отражает ее 
содержание. Основанием для этого является подбор мате¬ 
риала — в книге рассматриваются прежде всего принципиаль¬ 
ные проблемы, связанные с развитием самой термодинамики. 
С другой стороны, за последние годы интенсивно развивались 
нелинейные и нелокальные термодинамические модели, кото¬ 
рые не нашли места в книге. По-существу, вторая часть книги 
представляет собой термодинамику связанных полей в дефор¬ 
мируемых средах. Приведен вывод определяющих уравнений 
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для сред со сложными реологическими свойствами. Учет свя¬ 
занных эффектов во многих случаях приводит к усложнению 
математической модели, но современное развитие вычисли¬ 
тельной техники и ее математического обеспечения создает 
условия для успешного решения подобных задач. По нашему 
мнению, такие модели деформируемых сплошных сред и будут 
все более актуальными для инженерного моделирования 
реальных тел. 

Один из авторов (Й. Б.) считает своим приятным долгом 
поблагодарить Объединенный институт ядерных исследований 
в г. Дубне, где во время его.работы (октябрь — декабрь 1979 
г.) была подготовлена значительная часть материала для 
первой части книги. Он глубоко признателен коллегам из 
сектора теории конденсированного состояния за их внимание 
к работе и поддержку, за многочисленные стимулирующие 
научные обсуждения. 

Авторы благодарны переводчику книги В. А. Загребнову 
за его труд, за сделанные замечания, комментарии и допол¬ 
нения к литературе, а также за предоставленную возмож¬ 
ность исправить опечатки, замеченные в болгарском издании. 

Н. Петров 
Й. Бранков 



Предисловие 


Современная термодинамика является феноменологической 
полевой теорией общих закономерностей процессов, протека¬ 
ющих в макроскопических телах и связанных с взаимным 
превращением теплоты и других форм движения. Она пред¬ 
ставляет собой обобщение равновесной термодинамики, часто 
называемой термостатикой, основные принципы которой, из¬ 
вестные как первый и второй начала (законы) термодина¬ 
мики, заложены в середине XIX в. в работах Клаузиуса и 
Кельвина. 

При описании неравновесных процессов такие глобальные 
параметры, как объем и давление, заменяют обычно исполь¬ 
зуемыми в механике сплошных сред локальными величина¬ 
ми— тензором деформаций и тензором напряжений. Поэтому 
современная термодинамика основывается на синтезе прин¬ 
ципов теории сплошных сред и феноменологического учения 
о теплоте. Особую роль в этом синтезе играет формулировка 
второго начала термодинамики, которое выражает макроско¬ 
пическую необратимость реальных процессов. 

В отличие от ряда других разделов физики, развитие кото¬ 
рых можно определить как построение новых этажей на уже 
определенном фундаменте, в случае термодинамики эволюции 
идей, которые изменяют конкретную математическую форму¬ 
лировку второго начала, приводят к полному переустройству 
всего здания. Вот почему под термином «термодинамика» по 
существу надо понимать совокупность феноменологических 
теорий, которые строятся на основе различных неэквивалент¬ 
ных реализаций второго начала термодинамики. Исходя из 
подобной постановки вопроса, Мейкснер (Л. Меіхпег, Іггеѵег- 
зіЫе Азресіз о! Сопііпиит МесЬапісз, Зішрозіа Ѵіеппа, 
1966) определил термодинамику как науку с многими лицами. 

Необходимо отметить, что между различными принятыми 
формулировками основ термодинамики нет принципиального 
противоречия — их можно рассматривать как различные про¬ 
екции еще неоткрытых законов природы. Следуя логике раз¬ 
вития процесса познания, современное состояние термодина¬ 
мики можно оценить не как состояние кризиса, а как начало 
теоретических разработок, которые приведут к созданию 
рбщих основ существующих термодинамических теорий. Осо- 
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бенно перспективной в этом отношении представляется связь 
феноменологической термодинамики с бурно развивающейся 
неравновесной статистической механикой. 

Разумеется, в рамках одной ограниченной по объему книги 
авторы не могут представить все известные направления в 
современной термодинамике и провести полный анализ исто¬ 
рического развития физических и философских предпосылок, 
лежащих в основе разных формулировок. Поэтому они огра¬ 
ничили свое внимание только некоторыми из этих теорий, ко¬ 
торые они считают, с одной стороны, наиболее перспектив¬ 
ными для будущего построения термодинамики, а с другой — 
достаточно общими с точки зрения их применимости для 
изучения широкого круга явлений. 

Монография отражает два главных направления — клас¬ 
сическую термодинамику и рациональную термодинамику. 
Их изложению посвящены соответственно две относительно 
самостоятельные части книги. 

Теория, известная под названием термодинамики необрати¬ 
мых процессов, построена в трудах Эккарта, Мейкснера, де 
Гроота, Мазура, Пригожина и др. как непосредственное обоб¬ 
щение классической термостатики. В ее основу положен прин¬ 
цип локального равновесия, который позволяет показать, что 
в этом случае существует локальная энтропия с такой же 
функциональной зависимостью от термодинамических пара¬ 
метров, как у глобальной энтропии в термостатике. Это об¬ 
стоятельство, с одной стороны, способствует установлению 
ясности в формулировках основных понятий и принципов тео¬ 
рии и стимулирует их проверку с помощью методов статисти¬ 
ческой механики, а с другой стороны, накладывает серьезные 
ограничения на область применимости теории. Таким ограни¬ 
чением, например, считается линейность рассматриваемой в 
рамках этой теории реакции системы. 

Радикальные обобщения при построении феноменологи¬ 
ческой термодинамики предложены в 1963 г. Коулменом и 
Ноллом, а позднее Мюллером (1971 г.), Грином, Лоузом и 
Нахди (1972 г.) и др. Этот класс теорий известен как «рацио¬ 
нальная термодинамика». В теории Трусделла , Коулмена 
и Нолла также решается положительно вопрос о существова¬ 
нии неравновесной локальной энтропии, но в более общей 
функциональной форме, чем это допускается в классической 
термодинамике . необратимых процессов. Известны также и 
другие варианты рациональной термодинамики, в которых не 
постулируется существование неравновесной энтропии (Мейк- 
снер, 1969 г., Дэй, 1972 г., Коулмен и Оуэн, 1974 г.). Суще¬ 
ственной отличительной чертой рациональной термодинамики 
является отказ от принципа локального равновесия и новая 
интерпретация второго начала термодинамики — этот закон 
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рассматривается не как ограничение на возможные процессы, 
а как ограничение на допустимый вид уравнений, описываю¬ 
щих реальные тела и среды. 

Изложенные в монографии термодинамические теории 
дополняют друг друга и в отношении предлагаемых матема¬ 
тических моделей. При глобальном равновесии среды ис¬ 
пользуется конечное число параметров, благодаря чему со¬ 
ответствующие квазистатичеекие процессы моделируются 
обыкновенными дифференциальными уравнениями. Возмож¬ 
ности построения моделей нового типа, в которых принима¬ 
ются во внимание флуктуации термодинамических параметров, 
раскрываются в рамках феноменологического статистического 
подхода к термостатике. Локально-равновесная необратимая 
термодинамика и рациональная термодинамика используются 
для описания континуальных неравновесных систем, причем в 
этом случае протекающие процессы моделируются дифферен¬ 
циальными уравнениями в частных производных. Важнейшие 
критерии, которые предопределяют, к какому из указанных 
подходов следует обратиться исследователю при математи¬ 
ческом моделировании конкретной системы, — скорость про¬ 
цесса, его однородность и желаемый уровень согласия теоре¬ 
тических результатов с экспериментом. Не последнее место 
в этом перечне критериев занимают также вопросы о природе 
рассматриваемой системы и о необходимости микроскопиче¬ 
ской физической интерпретации термодинамической модели. 

Из сказанного видно, насколько полезным с точки зрения 
полноты предлагаемых физических и математических моделей 
реальных процессов является изложение в одной монографии 
нескольких относительно самостоятельных направлений в сов¬ 
ременной термодинамике, а именно феноменологической 
равновесной термодинамики и статистической термодинамики, 
термодинамики необратимых процессов и рациональной тер¬ 
модинамики. 

В первой части книги значительное место уделено основным 
вопросам равновесной термодинамики. Последовательно и 
ясно изложено развитие фундаментальных понятий и идей, 
особое внимание уделено аксиоматическому подходу, который 
редко излагается в монографиях по термодинамике. Аксиома¬ 
тический подход дает ценные результаты для выяснения 
логической структуры теории. В настоящей книге анализиру¬ 
ются формулировки второго начала термодинамики, данные 
Клаузиусом, Кельвином и Каратеодори. Изложена сущность 
теории термодинамических потенциалов Гиббса, причем под¬ 
черкивается ее важная роль для построения термостатики. 

Обычно считается, что термостатика — законченная физи¬ 
ческая теория, которая с формальной точки зрения безупречна. 
Однако углубленное изучение ее основ раскрывает наличие 
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ряда проблем как в традиционном аксиоматическом подходе 
Каратеодори, цель которого — вывод понятия энтропии, так 
и в формулировках в духе теории Гиббса, когда понятие 
энтропия считается у?ке определенным. Обсуждение этих 
проблем нашло заслуженное место в настоящей монографии. 

Как известно, термодинамика и механика сплошных сред 
описывают широкий круг физических явлений, которые по 
своей микроскопической природе имеют вероятностный харак¬ 
тер. Это требует выяснения вероятностного смысла термоди¬ 
намических параметров и точности макроскопического опи¬ 
сания с помощью методов статистической механики, которая 
исходит из фундаментальных микроскопических моделей струк¬ 
туры вещества. Статистическая механика Гиббса состоит из 
двух основных компонент — теории статистических ансамблей 
и гипотез, которые устанавливают связь статистической меха¬ 
ники с микроскопической динамикой. С методической точки 
зрения авторы удачно выбрали феноменологический подход 
к равновесной статистической термодинамике, который полу¬ 
чил свое развитие в работах Мандельбро и завершен в рабо¬ 
тах Тиссы и Куэя. Этот подход позволяет построить строгий 
формализм статистических ансамблей Гиббса, внося статисти¬ 
ческие предположения физического характера в собственно 
термодинамику и не касаясь проблем обоснования статисти¬ 
ческой механики. 

Принятый авторами феноменологический статистический 
подход позволяет строго и наиболее рациональным способом 
ввести флуктуации наблюдаемых параметров системы, а так¬ 
же исследовать' границы применимости термодинамического 
описания.. Необходимые для понимания этого подхода физи¬ 
ческие основы закладываются при обсуждении принципа ква- 
зилокального равновесия. 

Большой интерес у читателей вызовет исследование раз¬ 
личных возможностей обобщения с помощью статистического 
метода таких понятий, как температура и энтропия. 

Развитие теории флуктуаций позволяет последовательно 
изложить неравновесную линейную теорию Онсагера, которая 
устанавливает первые общие соотношения в термодинамике 
необратимых процессов — так называемые соотношения вза¬ 
имности между феноменологическими коэффициентами в 
уравнениях переноса. Теория Онсагера и термодинамическая 
флуктуационно-диссипационная теорема Кэллена и Грина 
раскрывают связь между равновесными флуктуациями и 
термодинамикой необратимых процессов. 

Первая часть монографии заканчивается обсуждением 
некоторых важных проблем классической термодинамики 
необратимых процессов. 



Предисловие 


13 


Вторая часть посвящена проблеме локально-неравновесных 
сред. Она изложена в духе рациональной термодинамической 
школы, представленной Трусделлом, Коулменом и Ноллом. 
В ее основе лежит допущение о существовании неравновесной 
энтропии и использование неравенства Клаузиуса — Дюгема 
в качестве формулировки второго начала термодинамики. Ма¬ 
териал систематизирован здесь в соответствии с используе¬ 
мыми математическими моделями, а не по отношению к рас¬ 
сматриваемым физическим явлениям. 

В начале второй части кратко изложены основные положе¬ 
ния механики сплошных сред — кинематика и законы сохра¬ 
нения. Изложены основные принципы, которым подчиняются 
определяющие уравнения. 

Далее рассмотрена термодинамика простых сред, т. е. де¬ 
формируемых сплошных сред, которые моделируются с по¬ 
мощью тензора деформаций, температуры и градиента тем¬ 
пературы. Здесь описаны три основные модели — среды 
скоростного типа, среды с памятью и среды с внутренними 
степенями свободы. Предложено оригинальное обобщение 
закона теплопроводности, которое включает в себя как част¬ 
ные случаи законы, предложенные Гартиным, Пипкиным, 
Ликовым, Грином, Линдсеем. 

Рассматривается также актуальная проблема сред с мик¬ 
роструктурой, для которых получены обобщенные термодина¬ 
мические модели, включающие произвольное число сопряжен¬ 
ных полей. Выведены модели микрополярной термоупругой 
и термовязкоупругой сред. 

Новым элементом в изложении является рассмотрение 
взаимодействия электромагнитного поля с деформируемыми 
средами. Представлены основные положения современной 
термодинамической теории пьезоэлектрического эффекта в 
диэлектрических средах, а также оригинальные исследования 
в области квадрупольной пьезоэлектрической теории. 

В монографии отражены также современные проблемы 
мультиконтинуальных теорий, причем используется подход 
Трусделла. Проанализированы возможности использования 
второго начала термодинамики при моделировании опреде¬ 
ляющих уравнений смесей. Представленная общая теория 
применена для термодинамического моделирования процесса 
смачивания (сушки), причем составное тело рассматривается 
в виде суперпозиции составной матрицы и смачивающей 
жидкости. Аналогичным образом построена и модель пьезо¬ 
электрического полупроводника, в которой принимается, что 
составное тело содержит кристаллическую решетку и элек¬ 
тронный или ионный континуум. 

Коротко изложены основные положения новой термодина¬ 
мической модели, названной термодинамической средой с 
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внешним управлением. Эта модель может быть использована 
при моделировании радиационного и вибрационного воздей¬ 
ствия на полимерные материалы, а также при моделировании 
управления механическим поведением мышечной ткани с 
помощью электрических и биоэлектрических сигналов и др. 

Настоящая монография является первой в своем роде в 
области равновесной и неравновесной термодинамики. В ней 
содержится ряд ценных обобщений, рассмотрены различные 
по своей физической природе термодинамические модели и 
изложен авторами ряд собственных научных результатов в 
этом направлении. Она будет интересна всем, кто пожелает 
углубить свое знакомство с современными достижениями тер¬ 
модинамики. 


Акад. Г. Бранков 



Наиболее важные обозначения 




Равновесная термодинамика 

р == і/кт — обратная абсолютная температура 
11 — эмпирическая энтропия 
р — химический потенциал 
а х — производство энтропии 

2 — термодинамическая система 
т — эмпирическая температура 

Ф — термодинамический потенциал Масье — 
Планка 
А — работа 

А ал — работа, совершаемая при адиабатическом 
процессе 

с — концентрация 

С ѵ — теплоемкость при постоянном объеме 
Е — энергия 

§ — каноническая функция распределения 

— микроканоническая функция распределе¬ 
ния 

Р — свободная энергия 
С — структурная функция 

О — макроскопическое состояние, рассматри¬ 
ваемое как случайная величина 

3 — макроскопический поток 
к — постоянная Больцмана 

N — количество вещества 
р — давление, обобщенная сила 
Р — термодинамическое состояние 
<3 — количество тепла 
5 — энтропия 

— множество термодинамических состояний 
Т — абсолютная температура 

V — внутренняя энергия 
ѵ — удельный объем 

ѵ — средняя массовая скорость 

V — объем 

—термодинамическая вероятность 
% — обобщенные координаты состояния 
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X — обобщенные термодинамические силы 
2 (Р) — каноническая статистическая сумма 

Неравновесная термодинамика 


Величины, 

г кь — тензор бесконечно малой деформации 
ъ к і — тензор бесконечно малой микрополярной 
деформации 
ц — плотность энтропии 
Ѳ — абсолютная температура 
п к і — тензор микровращения 
ц (/ > — химический потенциал 1-й компоненты 
р — плотность массы 
р (/ > — плотность массы 1-й компоненты 
В к — магнитная индукция 
С КЬ — тензор деформации Грина 
с к і — тензор деформации Коши 
с {1) — концентрация 1-й компоненты смеси 
Б к — электрическая индукция 
Е КЬ — тензор деформации Лагранжа 
Е и і — тензор деформации Эйлера 
Е к — напряженность электрического поля 
е — плотность внутренней энергии 
е (Р—парциальная плотность внутренней энер¬ 
гии 


е —плотность источников тепла 

е< г) — парциальная плотность источников тепла 
Н к — напряженность магнитного поля 
Н к — плотность потока тепла 
!г к — парциальная плотность потока тепла 
І к плотность тока 

— парциальная плотность потока массы 
М?' — плотность потока энтропии 
І кі ~ тензор микроинерции 
] к — плотность тока проводимости 
рП — парциальная плотность тока проводимости 
М К і — второй тензор момента Пиолы 
М кк — первый тензор момента Пиолы 
т к і — тензор момента Коши 
М к —магнитная поляризация 
Р к1 — квадрупольный момент на единицу объема 
П й ;—квадрупольный момент на единицу массы 
р к — электрическая поляризация на единицу 
Объема 
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11*. — электрическая 'поляризация на единицу 
массы 

р — давление 

д — плотность электрических зарядов 
9 (г) — парциальная плотность электрических за¬ 
рядов 

Т — зторой тензор напряжения Пиолы 
Т кк — первый тензор напряжения Пиолы 
і к і — тензор напряжения Коши 
Н\ — тензор парциального напряжения Коши 

Математические символы 

материальный ортонормированный базис 
і к — пространственный ортонормированный ба¬ 
зис 

/* ® / ь ® . . . /д, — материальный тензорный базис ранга п 

П 

4 <8> 4 ® ■ • • <8> і т — пространственный тензорный базис ран¬ 


га п 

Акь... уѵ — тензорная величина ранга п, представлен¬ 


ий/ 


ная в материальной системе координат 
т — тензорная величина ранга п, представлен- 


В а 1«2 


ная в пространственной системе коор¬ 
динат 

з 

аеі у, 

к ... а Г! Ср 1 В 2 ... к ... р ш — ^ ба,а 2 ... к ... а т Ср,р 2 ... к ... р т 

СІв{ 

{Акь ... дг} = Ахь ... дг/д ® ® ® /дг 


ІІ — пространство упорядоченных троек 

А = {С К іІ К ®Іі, Ѳ; Ѳ, к 4)б(/ 

Л * Л в с КІ с КЬ + ѳ 2 + ѳ. к ѳ, К 

Ь '.ІІ->ІІ — оператор в пространстве ІІ 

/{Акьмы} {Акь} М/ст/ѵ} \ 

ьН (ад в {в К } 

^ {Скьы} {С/с} {Скі.} / 

Ь • Л- — ({А/сьимСым + А КІ д + А К і дгѲ ^}; 
ВкьСкь + ВѲ + В К Ѳ' к \ {С кьы С 1 ц -|- С К Ѳ + С КІ Д і }) 
I • (Л‘> $ Л< 2 > = Л<‘> • Ь • ЛЯ = Л<‘> • (Ь • А.Ю) 



18 


Наиболее важные обозначения 


/?‘ ѵ — евклидово пространство размерности N 
Ф=1/ ® ХеФ 

~ ~ сіе! 

X ■ Х= Л. • Л. + а • а 

N 

а == (а (1) , а< 2 >, ..., а (Л/ >) е а • а = У 

Й = 1 

М : Ф-*Ф — оператор в пространстве Ф 



Р:(У-*Я\ К" 




Часть первая 

Равновесная термодинамика 


Развитие любой естественнонаучной теории неразрывно свя¬ 
зано с обогащением и критической переоценкой ее арсенала 
фундаментальных понятий и идей. Возникающие в резуль¬ 
тате теоретической систематизации непосредственного опыта 
они переносятся в новые области практики. История физики 
показывает, что качественные скачки в ее развитии, напри¬ 
мер революционные обобщения классической механики в 
рамках теории относительности и квантовой механики, по¬ 
рождаются неразрешимыми конфликтами между считавши¬ 
мися уже установленными фундаментальными законами и 
новыми экспериментальными фактами. Возникающие проти¬ 
воречия преодолеваются путем радикальной, перемены содер¬ 
жания основных понятий и всей математической структуры 
теории. 

Термодинамика с момента ее создания в середине XIX в. 
и до сегодняшнего дня как будто избежала подобных потря¬ 
сений. Эйнштейн пишет о ней так [29]: «Теория производит 
тем большее впечатление, чем проще ее предпосылки, чем 
разнообразнее предметы, которые она связывает, и чем шире 
область ее применения. Отсюда глубокое впечатление, кото¬ 
рое произвела на меня классическая термодинамика. Это 
единственная физическая теория общего содержания, отно¬ 
сительно которой я убежден, что в рамках применимости ее 
основных понятий она никогда не будет опровергнута (к осо¬ 
бому сведению принципиальных скептиков)». 

Сегодня мы не сомневаемся в правильности классической 
термодинамики; она покоится на солидном теоретическом 
фундаменте — равновесной статистической механике. Но ее 
рамки уже недостаточны для решения новых, более сложных 
задач. Необходимы обобщения на неравновесные процессы 
и сложные явления, которые требуют органического объеди¬ 
нения всех макроскопических полевых теорий. Термодинами¬ 
ческие идеи и методы глубоко проникают в химию и биоло¬ 
гию. С другой стороны, статистическое обоснование этих но¬ 
вых подходов встречает серьезные математические и идейные 
трудности: эксперимент еще не в состоянии однозначно ото¬ 
брать рациональное в появившихся многочисленных феноме- 
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нологических моделях. О серьезности создавшейся ситуации 
свидетельствует следующая цитата из доклада Дельгадо До- 
мингоса на Международном симпозиуме по основаниям тер¬ 
модинамики континуума (Бусако, 1973 г.) [46]: «Примене¬ 
ния термодинамики сплошных сред породили направления 
и дали толчок возникновению теорий, которые расшатывают 
основы термодинамики в немыслимой еще несколько лет на¬ 
зад степени. Происходит осознание того, что существуют 
проблемы, о которых ранее и не подозревали, и что многие 
из ранее общепринятых понятий и выводов основывают свою 
общность на нечеткости их формулировок. Дискуссии и про¬ 
тиворечия возникают в термодинамике, а не в термостатике, 
потому что для тех, кто занимается механикой сплошных 
сред, термостатика кажется слишком тривиальной и не за¬ 
служивающей внимания». 

Эти обстоятельства указывают на необходимость макси¬ 
мально ясного и точного определения границ применимости 
основных понятий и законов, систематизирования возникаю¬ 
щих идей и проведения четкой границы между твердо уста¬ 
новленным и спорным. С этой точки зрения мы считаем целе¬ 
сообразным до изложения современных проблем неравновес¬ 
ной термодинамики сплошных сред сделать более обстоя¬ 
тельный обзор зарождения и развития фундаментальных 
понятий и идей в области классической термодинамики и ее 
непосредственных обобщений. Особое внимание будет уде¬ 
лено аксиоматическому подходу, который обычно не отража¬ 
ется в курсах по термодинамике. Несмотря на то, что не ак¬ 
сиоматика приводит к созданию новых физических теорий, 
ее метод дает ценные результаты с точки зрения разъяснения 
логической структуры теории, ее основных допущений и пред¬ 
посылок, которые зачастую остаются скрытыми под толстым 
слоем исторических традиций. Мы надеемся, что это будет 
способствовать более полному и критическому овладению 
достигнутым и созданию более ясного представления о все 
еще нерешенных проблемах. 


1. Основы классической равновесной 
термодинамики 

1.1. Возникновение классической термодинамики 

Еще в XVIII в. практические потребности породили первые 
более углубленные исследования по теплофизике, электриче¬ 
ству и магнетизму [5,22]. На этом раннем этапе развития 
физики изучение разных явлений проводилось обособленно; 
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наука ограничивалась собиранием экспериментальных фак¬ 
тов и установлением частных закономерностей. 

Систематические количественные исследования в области 
тепловых явлений начались после того, как изобретенный 
Фаренгейтом в начале XVIII в. практичный и удобный тер¬ 
мометр занял место термоскопа Галилея. Считавшийся пер¬ 
воначально медицинским и метеорологическим прибором тер¬ 
мометр все шире применяется при изучении ряда физических 
явлений, что в свою очередь приводит к его дальнейшему 
совершенствованию Реомюром и Цельсием. В процессе кало¬ 
риметрических исследований выясняется существование двух 
количественных мер для теплоты-—температуры и количе¬ 
ства тепла. Изучаются явления теплопроводности, теплового 
излучения и расширения тел при нагревании. На основе экс¬ 
перимента строятся основные понятия этой новой области 
физики. Большинство из них считаются уже установленными 
в сочинении А. Лавуазье и П. Лапласа «Трактат о теплоте» 
(1783 г.).- 

Большая заслуга в разграничении понятий температуры и 
количества тепла, а также в создании представления о теп¬ 
лоемкости тел и в открытии скрытых теплот плавления и ки¬ 
пения принадлежит английскому ученому Дж. Блэку (1728— 
1799 гг.). С его именем связано открытие одного из важней¬ 
ших принципов термодинамики — принципа теплового равно¬ 
весия, который в формулировке Блэка гласит: «Все тела, на¬ 
ходящиеся в сообщении друг с другом в одинаковых внеш¬ 
них условиях, приобретают одну и ту же температуру, кото¬ 
рую указывает термометр» [5, с. 18]. 

Особенно важное значение для развития термодинамики 
имеют проведенные в первой половине XIX в. исследования 
тепловых эффектов при изменении плотности газов. Опреде¬ 
ление коэффициента объемного расширения Гей-Люссаком 
приводит к открытию закона равномерного расширения га¬ 
зов. Его эксперименты по определению температурных изме¬ 
нений при изменении плотности газов послужат позднее 
основой для вычисления механического эквивалента теплоты, 
проведенного Р. Майером. Эти температурные эффекты, как 
затем показали Лаплас и Пуассон, дают решение старой про¬ 
блемы о правильном вычислении скорости звука. Развивая 
представления о физических явлениях при распространении 
звука, Пуассон в 1823 г. строит законченную математическую 
теорию так называемых адиабатических процессов (процес¬ 
сов, происходящих без теплообмена с окружающей средой) 
в газах. 

Параллельно развивается математическая теория тепло¬ 
проводности и теплового излучения; важным этапом здесь 
является публикация монографии Ж. Фурье «Аналитическая 
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теория теплоты» (1822 г.). Замечательно, что в ней француз¬ 
ский математик находит правильные дифференциальные 
уравнения для описания неравновесного процесса, каким яв¬ 
ляется теплопроводность. Может быть, впервые в термоди¬ 
намике здесь появляются уравнения с производными по вре¬ 
мени. 

Следует отметить, что эмпиризм и формализм, характери¬ 
зовавшие большинство научных исследований в течение этого 
периода, естественным образом сочетаются с принятием тео¬ 
рии теплорода, в рамках которой легко объясняются явле¬ 
ния передачи и перераспределения теплоты при сохранении 
ее общего количества. Эта поверхностная физическая теория 
позволяет удовлетворительно разрешить ограниченный круг 
проблем, но не дает возможности раскрыть действительную 
природу экспериментально наблюдаемых явлений. 

Существенно новые задачи возникают в первой половице 
XIX в. Они порождаются началом использования паровой ма¬ 
шины в качестве основного двигателя в быстро развиваю¬ 
щихся промышленности, транспорте и технике. На повестку 
дня ставится проблема построения теории процессов превра¬ 
щения теплоты в работу. 

Первые исследования в этом новом направлении, принад¬ 
лежащие французскому инженеру С. Карно (1824 г.), все 
еще исходят из теории теплорода. Несмотря на это, Карно 
приходит к правильному выводу о том, что максимальный 
коэффициент полезного действия теплового двигателя, рабо¬ 
тающего за счет теплообмена между двумя телами с темпе¬ 
ратурами Т\ и Т 2 Х ) (Т]>Т 2 ), равен ц =(Т\ — Т 2 ) /Ті и не 
зависит от рабочего вещества (теорема Карно). Отсюда сле¬ 
дует, что тепло не может быть превращено в работу, если 
нет разности температур. Дальнейшее развитие этой идеи 
закладывает позднее основу второго начала термодинамики. 

Созданный С. Карно новый теоретический метод — метод 
циклов Карно — оказывает решающее влияние на развитие 
всей классической термодинамики: с его помощью начинают 
определять такие фундаментальные понятия, как абсолютная 
температура и энтропия. Карно впервые объединил уравне¬ 
ния Бойля — Мариотта и Гей-Люссака в так называемое 
уравнение состояния идеального газа рѵ = ЯТ. Здесь р — 
давление, ѵ — удельный объем, Т — абсолютная температура, 
Я — газовая постоянная. Его плодотворные идеи находят 
адекватное математическое выражение в работах Клайде- 


') В первой части книги мы придерживаемся традиционных обозначе¬ 
ний классической термодинамики: Т — температура, 5 — энтропия и т. д.; 
во второй части используются другие обозначения, которые нашли широ¬ 
чайшее распространение в неравновесной термодинамике сплошных сред. 
Мы надеемся, что это облегчит чтение и не приведет к недоразумениям. 
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рона, в которых впервые вводится геометрическое изображе¬ 
ние квазистатических процессов. На основе теоремы Карно 
о коэффициенте полезного действия идеального теплового 
двигателя У. Томсон (лорд Кельвин) дает определение аб¬ 
солютного нуля термодинамической шкалы температур. 

Скорее всего к утверждению правильных взглядов на при¬ 
роду тепла привело изучение процесса превращения механи¬ 
ческой работы в теплоту, начавшееся еще в конце XVIII в. 
в работах Б. Томпсона (графа Румфорда) и Г. Дэви. Новые 
открытия в области электромагнитных явлений и их практи¬ 
ческое использование повысили интерес к взаимосвязи меж¬ 
ду различными физическими явлениями и к превращению 
одних форм движения в другие. Открытие механического эк¬ 
вивалента теплоты Р. Майером и Дж. Джоулем показало, 
что теплота есть форма движения, и привело к установлению 
закона сохранения и превращения энергии (Гельмгольц, 
1847 г.). В качестве первого начала термодинамики формули¬ 
руется закон сохранения и превращения энергии с учетом 
существования ее тепловой формы. 

Развитие термодинамики во второй половине XIX в. яви¬ 
лось главной предпосылкой для создания и совершенствова¬ 
ния новых типов тепловых двигателей и приобрело еще боль¬ 
шее значение для технического прогресса. Необходимые фун¬ 
даментальные теоретические основы ее закладываются 
Р. Клаузиусом (1850 г.) и У. Томсоном (1851 г.) в связи с 
открытием второго начала термодинамики. 

Второе начало термодинамики в формулировке Клаузиуса: 
Невозможен процесс, единственным результатом которого яв¬ 
ляется передача теплоты от холодного тела к более горя¬ 
чему. 

Аналитическим выражением этого закона, который отно¬ 
сится к произвольному циклическому процессу, совершаемому 
над рабочим телом с получением или отдачей бесконечно ма¬ 
лого количества теплоты 6<Э ! ) при абсолютной температуре Т , 
является соотношение 

ф^<0. (11) 

Здесь знак равенства относится к обратимым, а знак нера¬ 
венства— к необратимым процессам. Процесс называется 
обратимым, если при изменении внешних условий в обратной 
(по отношению к уже совершенному процессу) последова¬ 
тельности система проходит в обратном порядке все те со¬ 
стояния, через которые проходила ранее. В случае обрати- 

') Символ б часто вводится в уравнения термодинамики, чтобы под¬ 
черкнуть раздицу между полным дифференциалом (например, с/3) и бед- 
Конечно малой величиной (например, 6$). 
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мого процесса из (1.1) следует, что величина 6С1/Т является 
полным дифференциалом функции состояния системы: 

•— = ё8. ' ( 1 . 2 ) 

Функцию 5 Клаузиус считает мерой способности превра¬ 
щения теплоты в работу и называет энтропией (от греческого 
слова трот] — превращение). Новая аналитическая форму¬ 
лировка второго начала термодинамики для необратимых 
процессов 

^-<сіЗ (1.3) 

по существу завершает построение.ее основ. 

Необходимо подчеркнуть, что Клаузиус вводит понятие 
энтропии (1865 г.), когда рассматривает квазистатические 
циклические процессы, и доказывает ее существование только 
для этого случая; однако, вопреки этому, он использует это 
понятие и для необратимых процессов. Убежденным сторон¬ 
ником применимости понятия энтропии к описанию необра¬ 
тимых процессов был М. Планк, который посвятил этому 
вопросу свою диссертацию (1879 г.). 

Второе начало термодинамики в формулировке Кельвина-. 
Невозможен процесс, единственным результатом которого яв¬ 
ляется превращение теплоты в работу. 

Вопрос об эквивалентности этих двух формулировок мы 
обсудим в разд. 1.3. 

В отличие от обратимых во времени законов механики и 
электродинамики второе начало термодинамики впервые ука¬ 
зывает на выделенность направления протекания реальных 
макроскопических процессов (так называемая макроскопиче¬ 
ская необратимость). Из него следует, что во всякой тепло¬ 
изолированной системе (6(2 = 0) физические процессы ведут 
к увеличению энтропии (с(5 ^ 0) и превращению всех видов 
энергии в теплоту, причем это сопровождается постепенным 
выравниванием температуры во всей системе («тепловая 
смерть Вселенной»), Этот вывод резко противоречит' уже 
утвердившейся к тому времени концепции о механической 
природе теплоты. 

Трудности, которые возникают при попытках дать молеку¬ 
лярнокинетическое объяснение второго начала термодина¬ 
мики являются причиной обособленности термодинамики как 
чисто описательной теории, отказывающейся от рассмотре¬ 
ния вопроса о сущности тепловых явлений [22]. В конце XIX 
и в начале XX в. развивается преимущественно так называе¬ 
мое аксиоматическое направление, связанное с именами 
н. Н. Шиллера, К. Каратеодори, Т. А. Афанасьевой-Эренфест 
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и М. Борна. Ищут возможности обоснования термодинамики, 
исходя из принципов, отличных от тех, которые принадлежат 
Клаузиусу и Кельвину. 

1.2. Аксиоматика Каратеодори 

Первая удовлетворительная аксиоматика равновесной термо¬ 
динамики была построена Каратеодори [41] в 1909 г. Не 
вникая в подробности, остановимся на ее наиболее суще¬ 
ственных положениях. 

Общепринятая точка зрения, которая сложилась к 1909 г., 
была следующей. «Существует физическая величина, назы¬ 
ваемая теплотой, отличная от механических величин (таких, 
как масса, сила, давление и др.), изменение которой может 
быть определено с помощью калориметрических измерений. 
При определенных условиях теплота сравнима с обыкновен¬ 
ной механической работой. Кроме того, при соприкосновении 
тел с различной температурой теплота всегда передается от 
более нагретого тела к более холодному и никогда в обрат¬ 
ном направлении. Хотя не вводится никаких других предпо¬ 
ложений относительно сущности теплоты, можно построить 
теорию, описывающую всю совокупность экспериментальных 
результатов» [41]. 

В подходе Каратеодори понятия температуры и количе¬ 
ства теплоты не являются первичными. Постулируется суще¬ 
ствование равновесных термодинамических систем, которые 
состоят из конечного числа жидких или газообразных гомо¬ 
генных фаз ф(, (=1,2, ..., п, и предполагается, что даль- 
нодействующими силами (гравитационными, электромагнит¬ 
ными и др.) можно пренебречь. Тогда всякая равновесная 
фаза ер,- может быть описана чисто механическими макроско¬ 
пическими величинами: объемом К,-, давлением щ на тела, 
находящиеся с ней в соприкосновении, количеством 
Ы іи ..., УѴ/р различных химических веществ и соединений в 
единице объема. 

Специфика появляется при рассмотрении условий равно¬ 
весия всей системы, причем необходимо учитывать физиче¬ 
ские свойства контактов как между отдельными фазами, так 
и системы с окружающими ее телами. Для этой цели вво¬ 
дятся важные понятия адиабатической стенки (перегородки) 
и адиабатического сосуда (оболочки), которые определяются 
через их свойства по отношению к понятию равновесия. 

Сосуд, обладающий свойством оставлять в равновесии 
помещенные в него фазы и сохранять значения установлен¬ 
ных для них параметров 

Ѵ іг Рі , М 1к , /=1,2, .... а; А»» 1, 2, ..р, (1.4) 
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когда внешние тела изменяются произвольным образом, 
оставляя, однако, сосуд неподвижным и сохраняя его форму 
и объем, называется адиабатическим, а помещенная в него 
система — адиабатически изолированной. Другими словами, 
состояние равновесия адиабатически изолированной системы 
может измениться только за счет изменения механических 
параметров адиабатической оболочки, т. е. при совершении 
над системой механической работы (при отсутствии дально- 
действующих сил). Ясно, что в случае, когда фазы <рг и ф 2 
разделены абсолютно жесткой и неподвижной адиабатиче¬ 
ской стенкой, их состояния равновесия полностью независимы 
друг от друга. 

В случае неадиабатических твердых стенок между фазами 
(стенки проницаемы только для тепла, т. е. диатермичны, 
или же проницаемы, кроме того, и для некоторых химических 
веществ) равновесие возможно, только когда выполнено одно 
или несколько независимых условий вида 

И» • • • і Сп+а) 0» - * • > Ра (Со, С [, * • •, с п + л) = 0, (1.5) 

где для простоты записи через с 0 , с и ..., с п +\ обозначена 
совокупность параметров (1.4). Соотношения (1.5) могут 
быть в принципе установлены экспериментально; они суще¬ 
ствуют и в тех случаях, когда между фазами нет материаль¬ 
ных стенок. 

Принято считать, что к системе (1.5) может быть присо¬ 
единено п + 1 уравнение вида 

Со(СО) С і, ..., Сп+ А.) ■ Хо, * * *, О п (с о, С і , . . ., Сам Л.) Ха, (1.6) 

таких, что общая система уравнений (1.5), (1.6) допускает 
единственное решение для величин Со, С\, ..., с п +л как функ¬ 
ций новых параметров Хо, X), •••, Х п . Однозначное соответ¬ 
ствие между различными возможными равновесными состоя¬ 
ниями термодинамической системы (которые характеризуют¬ 
ся величинами со, С\, ..., с„ +Л ) и значениями параметров 
Х 0 , X], ..., Х„ позволяет рассматривать последние как обоб¬ 
щенные координаты состояния равновесия (мы назовем их 
координатами состояния). Геометрически равновесные со¬ 
стояния рассматриваемой системы могут быть представлены 
как точки в (п+1)-мерном евклидовом пространстве Р" +І . 

При описании процесса изменения состояния необходимо 
учитывать еще одну величину, характеризующую это измене¬ 
ние,— внешнюю работу А, которая совпадает с механической 
работой сил, с которыми система действует на внешние тела. 

Аксиома 1. (Первое начало термодинамики [41].) Лю¬ 
бой фазе фг произвольной системы в положении равновесия 
соответствует функция П,- величин Ѵі, рі, УѴ,-* (к = 1, ..., |3), 
пропорциональная общему объему Ѵі этой фазы и называв- 
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мая внутренней энергией фазы. Сумма по всем фазам 

*/=!>* (17) 

<=і 

называется внутренней энергией системы. При любом адиа¬ 
батическом изменении состояния сумма изменения внутрен¬ 
ней энергии и внешней работы равна нулю: 

ІІ К — ^о+^ад = Оі (1-8) 

где г/к — конечное, а V о — начальное значения внутренней 
энергии. Важно отметить, что приведенная формулировка 
существенно опирается на первоначальное предположение об 
отсутствии сил с дальним радиусом действия — в противном 
случае внутренняя энергия и не будет аддитивной функцией. 

Физический смысл этой аксиомы, как впрочем и всего по¬ 
строения Каратеодори, особенно ясно раскрыл Борн [33] 
(а также Клейн [И]). Аксиома 1 отражает эксперименталь¬ 
ный факт, заключающийся в том, что для адиабатического 
перехода некоторого (макроскопического) тела из определен¬ 
ного начального состояния равновесия в некоторое конечное 
состояние равновесия всегда необходимо совершение одной 
и той же механической работы независимо от способа пере¬ 
хода. Следовательно, если фиксировать некоторое начальное 
равновесное состояние, то Л да = /У 0 — И, где V — 
— II (Х 0 , Х\, ..., Х п ) есть функция состояния, а і/ 0 — ее на¬ 
чальное значение. 

Если работа совершается при неадиабатических условиях, 
она зависит от пути перехода из одного состояния в другое. 
Разность между внешней работой А для процесса при неко¬ 
торых произвольных условиях и внешней работой Л ад при 
адиабатических условиях называется количеством теплоты <3, 
которое передано системе: 

(3 = А — А ад = Д— А. (1.9) 

Для произвольного элементарного процесса уравнение 
первого начала термодинамики (1.9) принимает вид 

Ы) = <Ш + 6А. (1.10) 

В качестве второго начала термодинамики Каратеодори 
предложил аксиому адиабатической недостижимости. 

Аксиома 2. В любой окрестности произвольно заданного 
начального состояния имеются состояния, которые не могут 
быть достигнуты с произвольной точностью с помощью адиа¬ 
батического процесса. 

Анализ следствий из приведенной аксиомы облегчается 
при рассмотрении так называемых простых систем 1 ). Кара- 

') Понятие простой системы у Каратеодори отличается от обычно ис¬ 
пользуемого другими авторами. (См., например, [2], гл 1, § 6, где дано бо¬ 
лее узкое определение простых систем.) — Прим, перед. 
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теодори называет простыми те системы, для которых: 1) все 
координаты состояния, кроме одной (например Х 0 ), являются 
деформационными координатами; 2) вводятся некоторые 
предположения, обеспечивающие при адиабатических изме¬ 
нениях «нормальную» зависимость внешней работы от коор¬ 
динаты Хо, которая не является деформационной координа¬ 
той; 3) предполагается, что при квазистатическом адиабати¬ 
ческом изменении состояния внешнюю работу Л ад можно 
измерить так, как будто производящие ее силы совпадают 
с теми, которые нужны для сохранения равновесия системы. 
В таком случае эти силы зависят только от равновесного 
состояния системы и выражение для работы равно интегралу 
от пфаффовой формы 

П 

бА=%р і сіХ 1 , (1.11) 

і - 1 

в которой коэффициенты р,- (/ = 1 . п) —функции коорди¬ 

нат состояния Хо, Х\, ..., Х п . 

Понятие квазистатического процесса введено Каратеодори 
для процессов, при которых в каждый момент времени со¬ 
стояние системы можно считать равновесным. Квазистатиче- 
ские процессы можно рассматривать как предел реальных 
процессов изменения деформационных координат Хі((), ... 
..., Х п ((), при котором скорости изменений этих координат 
Х\ (і), ..., Х„(і) равномерно стремятся к нулю, а совершен¬ 
ная в этом процессе работа является пределом работ, соот¬ 
ветствующих реальным процессам. 

В случае когда начальное состояние является равновес¬ 
ным, термин «квазистатический процесс» является синонимом 
термина «равновесный процесс». Каждый равновесный (ква¬ 
зистатический) процесс обратим ! ) [2,14]. 

Отметим, что в рамки излагаемой теории легко включа¬ 
ется и более общий случай, когда некоторые из фаз являются 
твердыми и имеют кристаллическое строение. Разница лишь 
в том, что величины, характеризующие такие системы, наряду 
с объемом V включают и другие деформационные коорди¬ 
наты (инварианты деформаций — см. разд. 6.2.1), которые 


>) По этому вопросу нет единого мнения у разных авторов. Часто 
приводится следующий аргумент: какими бы ни были медленными процессы 
диффузии или теплообмена, они необратимы. Указанная трудность харак¬ 
терна для теорий, которые концептуально недостаточно дифференциро¬ 
ваны,— такой является, например, классическая термодинамика. Подчерк¬ 
нем еще здесь, что квазистатический процесс в действительности не яв¬ 
ляется процессом в собственном смысле слова; это лишь путь в простран¬ 
стве равновесных состояний системы. Как удачно отмечено в работе [ 2 ], 
«..выводы, получаемые термодинамикой для равновесных процессов, играют 
в ней роль своего рода предельных теорем». К этому вопросу мы еще вер¬ 
немся в разд. 1 . 4 . 
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зависят от структуры твердых фаз. В этом случае коэффи¬ 
циенты, которые дополнительно появляются в выражении 
для элементарной работы (1.11), имеют характер обобщен¬ 
ных сил, сопряженных соответствующим обобщенным 'коор¬ 
динатам. 

Рассматривая простую систему с координатами состоя¬ 
ния Іо, Х и ■■■, Х„, где Х и ..., Х п — деформационные коорди¬ 
наты, Каратеодори доказывает с помощью аксиомы 2 суще¬ 
ствование интегрирующего множителя Л4(|о, Хі, ..., Х п ) для 
пфаффовой формы 

П 

= + + ( 1 . 12 ) 

і =і ‘ 

т. е. 

Щ = МйХ 0 , ( 1 . 13 ) 

где Хо = ^о(Ео, Хи Х„) — функция состояния системы. 
Поскольку производная дХ 0 /дс, 0 = (1/А1) (дІУ/д% 0 ) в соответ¬ 
ствии со свойствами простых систем отлична от нуля, в ка¬ 
честве координат состояния можно выбрать Хо,Х { , .... Х п . 
Эти так называемые нормированные координаты характери¬ 
зуются соотношениями 

,. ди ей . . .. -., 

М ~~ дХ 0 ’ Рі— дХГ г ~!. •••,«• (114) 

Теперь уравнение для квазистатических адиабатических про¬ 
цессов принимает вид (см. (1.13)) 

Х 0 = соп5І;. (1-15) 

Система координат остается, конечно, нормированной и при 
замене Х 0 произвольной функцией [(Хо). 

Физическая интерпретация интегрирующего множителя 
М(Хо,Х . . Х п ) и координаты Х 0 раскрывается после ана¬ 

лиза теплового равновесия между двумя системами. Пусть 
даны две системы Еі и 2 2 с нормированными координатами 
Х 0 ,Хі, Х п и Уо, У и Ут соответственно. Контакт 
между этими системами (диатермическая стенка) определя¬ 
ется следующими свойствами: 

1. Координаты деформации обеих систем могут изменять¬ 
ся независимо друг от друга. 

2. Если вся система адиабатически изолирована, после 
любого деформационного изменения равновесие наступает за 
конечное время. 

3. Вся система находится в равновесии тогда и только 
тогда, когда между нормированными координатами суще¬ 
ствует определенная зависимость вида 

Р{Х о, Хі .Х„; У 0 , У,.У т ) = 0. 


( 1 . 16 ) 



30 


Равновесная термодинамика 


4. Системы 2і и 2 2 находятся в равновесии, когда каж¬ 
дая из них (при аналогичных условиях) находится в равно¬ 
весии с третьей системой 2 3 . 

Напомним, что последнее свойство — транзитивность тер¬ 
модинамического равновесия — имеет фундаментальное зна¬ 
чение и часто формулируется как нулевое начало термодина¬ 
мики [14]. Из него выводится существование понятия тем¬ 
пературы. 

Действительно, в силу свойства 4 каждое из трех урав¬ 
нений, определяющих условие равновесия между системами 
2! и 2 2 , 2] и 2 3 , 2 2 и 2 3 (см. (1.16)), является следствием 
двух остальных. Это возможно только в том случае, если эта 
система уравнений имеет вид [41] 

р(Х 0 , Х„ Х п ) = т, о(У 0 , Ѵі . У п ) = т, (1.17) 

где т — функция состояния третьего тела 2 3 . Следовательно, 
тело 2 3 можно рассматривать в качестве термометра, а ве¬ 
личину т — как эмпирическую температуру. Уравнения (1.17) 
называются уравнениями состояния систем 2, и 2 2 . Неодно¬ 
значность" в выборе функций (1.17) отражает неоднознач¬ 
ность выбора термодинамической шкалы температур. 

Исходя из аддитивности внутренней энергии и совершае¬ 
мой системой внешней работы и из того факта, что система, 
составленная из 2і и 2 2 , также является простой, а следова¬ 
тельно, пфаффова форма 6<3 = 6<2і + 6С?2 имеет свой интегри¬ 
рующий множитель, Каратеодори показал, что интегрирую¬ 
щие множители М и N для 6<3і и 6(? 2 соответственно должны 
иметь вид 

Л4 = С/ (т) , УѴ = С/(т) №2-. (1.18) 

При заданной эмпирической шкале температуры т функ¬ 
ция /(т) универсальна и определена с точностью до постоян¬ 
ного множителя С. Если произвольным образом фиксировать 

разность значений С/(т) в двух точках п и т 2> то величина 

Т — С/(т), (1.19) 

называемая абсолютной температурой, не зависит от выбора 
эмпирической температуры (т. е. от термометрического тела). 

Функция состояния 5, определенная с точностью до адди¬ 
тивной постоянной уравнением 

й8=^АйХъ, ( 1 . 20 ) 

совпадает с введенной Клаузиусом энтропией (см. (1.2)) 

Ь(1 = Тй5. (1.21) 
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Из (1.19) и (1.20) следует, что знак изменения энтропии 
связан со знаком абсолютной температуры. Каратеодори до¬ 
казал, что если выбрать абсолютную температуру положи¬ 
тельной, то при произвольном процессе (между двумя рав¬ 
новесными состояниями), совершаемом произвольной термо¬ 
динамической системой, энтропия либо не может убывать, 
либо не может расти. 

Отметим прежде всего, что в случае нормированных коор¬ 
динат энтропия зависит только от недеформационной пере¬ 
менной Хо, 5 = 5(Хо) и в силу (1.15) остается постоянной 
при любом квазистатическом адиабатическом процессе. Если 
переменную Х 0 выразить через 5 при помощи уравнения 
(1.20), то из первого закона термодинамики следует, что при 
любом адиабатическом процессе изменение энтропии по от¬ 
ношению к произвольно выбранному начальному состоянию 
можно определить через совершенную адиабатическую ра¬ 
боту А а Д из уравнения 

г/(5, X, .... Х„)-і/ 0 -М ад = 0. (1.22) 

Из соображений непрерывности предполагается, что возмож¬ 
ные значения энтропии заполняют некоторый интервал ІсгР 1 . 
Доказывается, что начальное значение энтропии 5 0 не может 
быть внутренней точкой интервала I. Допустим обратное, 
т. е. пусть существует окрестность Д 0 точки 5о, А 0 сг|. Тогда 
любого состояния (5, Хь ..., Х п ), 5 <= До можно достичь 
адиабатическим путем из исходного состояния (5 0 , X®, ... 
..., Х°). Действительно, это может произойти, например, в 
результате последовательного совершения адиабатического 
нестатического процесса (5 0 , Х\, ..., Х^)->(5, Х\, .... Х' п ) 
и адиабатического квазистатического процесса (5, Х[, ... 
..., Х^)—>(5, Х ѵ Х п ). Полученный результат противоре¬ 
чит аксиоме 2, и, следовательно, начальное значение энтро¬ 
пии может быть только крайней точкой интервала I. Со¬ 
гласно Каратеодори, изменяя начальное состояние, с учетом 
непрерывности получаем, что во всех случаях изменение эн¬ 
тропии данной адиабатически изолированной термодинамиче¬ 
ской системы может происходить только в одном направле¬ 
нии: или только расти, или только убывать. Вследствие ад¬ 
дитивности энтропии это свойство распространяется и на 
произвольные системы, т. е. для определения направления 
изменения энтропии любой системы при произвольном адиа¬ 
батическом процессе достаточен один-единственный экспери¬ 
мент. В качестве следствия получаем, что если в результате 
данного процесса энтропия системы изменилась, то этот про¬ 
цесс адиабатически необратим. 
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Построение Каратеодори существенно основывается на 
доказанной им теореме об интегрируемости пфаффовых форм 
(см. комментарий в разд. 1.3). Смысл аксиомы об адиабати¬ 
ческой недостижимости в этом контексте заключается в сле¬ 
дующем. Пусть дифференциальная пфаффова форма (1.12) 
такова, что произвольно близко к каждой точке Р(Х 0 ,Х ь ... 
..., Х п ) существуют точки, недостижимые из Р вдоль инте¬ 
гральных кривых уравнения = 0 (адиабатический про¬ 
цесс); тогда приращение <5<2 имеет интегрирующий множи¬ 
тель, или, другими словами, уравнение 6(3 = 0 голономно. 
При наличии более двух переменных существование интегри¬ 
рующего множителя является исключительной особенностью 
коэффициентов в выражении (1.12); в силу второго закона 
термодинамики именно такой особенностью обладают диф¬ 
ференциальные пфаффовы формы 6(3 для макроскопических 
физических систем. 

Интересно отметить, что М. Планк, исходя из неправиль¬ 
ного доказательства, в котором использовалась возможность 
явного вычисления 6(3 для идеального газа, считал голо- 
номность уравнения 6<3 = 0 тривиальным фактом. Этим 
можно объяснить то обстоятельство, что весь смысл второго 
закона термодинамики он вкладывал в свойство роста эн¬ 
тропии Ш- 

Значительную роль о популяризации подхода Каратео¬ 
дори сыграла вышедшая в 1921 г. работа Борна [33]. 

1.3. Анализ классических формулировок термодинамики 

1.3.1. Вклад Афанасьевой-Эренфест 

Существенный вклад в анализ основ термодинамики внесла 
Афанасьева-Эренфест [1]. Она раскрыла логическую неудов¬ 
летворительность классических формулировок второго закона 
термодинамики, данных Клаузиусом и Кельвином, в которых, 
по ее мнению, слиты воедино два существенно разных поло¬ 
жения: 1) о существовании интегрирующего множителя для 
6 (3, т. е. о существовании абсолютной температуры и энтро¬ 
пии, и 2) о неизбежном возрастании энтропии в реальных 
адиабатических процессах. 

Анализируя содержание принципов Клаузиуса и Кельвина 
с точки зрения термостатики, Афанасьева-Эренфест показа¬ 
ла, что существование температуры и энтропии не зависит 
от необратимости реальных процессов. Их существование мо¬ 
жет быть доказанно как на основе классических формули¬ 
ровок: 

1) при циклическом процессе невозможно превращение 
тепла в работу без того, чтобы некоторое его количество 
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перешло от более нагретого тела к более холодному (Кель¬ 
вин), 

2) при циклическом процессе невозможен переход тепла 
от более холодного тела к более нагретому без превращения 
некоторого количества работы в тепло (Клаузиус), 

так и на основе обратных постулатов: 

И) при циклическом процессе невозможно превра¬ 
щение работы в тепло без того, чтобы некоторое ко¬ 
личество тепла перешло от более холодного тела к бо¬ 
лее нагретому, 

2') при циклическом процессе невозможен переход тепла 
от более нагретого тела к более холодному без превращения 
некоторого количества тепла в работу. 

Афанасьева-Эренфест разделила второе начало термоди¬ 
намики для квазистатических процессов на четыре аксио¬ 
мы [1]: 

Аксиома 1 (об энтропии). Если на некотором бесконечно 
малом пути, связывающем два бесконечно близких состоя¬ 
ния термодинамически однородной системы, 6(3 ф 0, то между 
этими состояниями невозможен никакой обходный чисто 
адиабатический квазистатический путь. 

Аксиома 2 (о тепловой связи). Существует только одна 
форма равновесной тепловой связи — это связь при равных 
температурах. 

Аксиома 3 (об однозначности энтропии). Интеграл 
фб(3/Г по замкнутому квазистатическому пути всегда равен 
нулю. 

Аксиома 4 (о температуре). Интегрирующий множитель 
/(т) в выражении для 6(3 при всех значениях (эмпирической 
температуры) т имеет постоянный знак. 

В рамках квазистатической теории первые три ак¬ 
сиомы достаточны для обоснования формулировки Кель¬ 
вина, а все четыре — для обоснования формулировки 
Клаузиуса. 

В работе [1] указаны и некоторые недостатки аксиомати¬ 
ческой теории Каратеодори. Во-первых, в аксиоме об адиа¬ 
батической недостижимости без оговорок принимается усло¬ 
вие о термической однородности системы. Это условие суще¬ 
ственно для голономности уравнения 6(3 => 0 [2, с. 53]. Для 
термически неоднородных систем необходимо специальное 
определение энтропии: «энтропией термически неоднородной 
системы мы будем называть сумму энтропий ее термически 
однородных частей» [1]. 

Во-вторых, Каратеодори не использует полного содержа¬ 
ния аксиомы об адиабатической недостижимости, а только 
ту ее часть, которая относится к квазистатическим процессам. 


а з*к. вое 
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Действительно, голономность уравнения 

П 

ыэ^ѣсіііХо, х и х^ах^о (1.23) 

зависит только от структуры функций ф,(Х 0 Дь •••> Хп), 
которые характеризуют систему в состоянии равновесия. На 
этот факт не может влиять существование или несущество¬ 
вание нестатических адиабатических переходов между дан¬ 
ными равновесными состояниями. 

В-третьих, само существование энтропии как функции со¬ 
стояния недостаточно для обоснования ее возрастания. 

Анализируя понятие необратимости, Афанасьева-Эренфест 
раскрывает его разные аспекты, которые часто смешиваются. 
Существует элементарная необратимость, которая означает 
только то, что данный адиабатический (нестатический) про¬ 
цесс перехода из состояния Р г в состояние Р 2 не может быть 
совершен в обратной последовательности (через те же состоя¬ 
ния). Необратимость второго рода означает, что. не суще¬ 
ствует никакого обходного адиабатического процесса из Р 2 
в Р\. Принципиально важной для термодинамики является 
именно необратимость второго рода, в частности для равное 
весной термодинамики — сужение ее содержания до квази¬ 
статической адиабатической ^недостижимости. 

Нестатические адиабатические процессы мыслимы в обоих 
направлениях. Их элементарная необратимость (не все мыс¬ 
лимые нестатические процессы возможны) является особым 
понятием; ее необходимо установить при помощи специаль¬ 
ных аксиом двух типов: аксиомы, запрещающей обратимость 
некоторого нестатического процесса, и аксиомы, определяю¬ 
щей направление этого процесса. Например, в качестве ак¬ 
сиомы второго типа можно принять следующую: нестатиче¬ 
ские процессы протекают в направлении выравнивания зна¬ 
чений параметров. 


1.3.2 Современные оценки 

Можно указать еще на целый ряд недостатков классических 
формулировок термодинамики. Например, в работе [65] от¬ 
мечена некоторая неоднозначность определений — точное зна¬ 
чение понятий «квазистатический» и «обратимый» остается 
неясным 1 ). В работе Каратеодори недостаточно хорошо опре- 

') Может быть, в этом состоит причина того, что в двух аксиоматиче¬ 
ских теориях, которые, по мнению их авторов, являются прямым разви¬ 
тием подхода Каратеодори, встречаются два в точности противоположных 
утверждения: «квазистатический процесс может быть как обратимым, так 
и необратимым» (Дьярмати [57]) и «любой квазистатический процесс об¬ 
ратим и наоборот» (Ландсберг [65]). 




1. Основы равновесной термодинамики 


35 


делен термин «диатермический», так как понятия о теплоте 
и тепловом равновесии определяются позднее. 

При построении термодинамики как физической теории в 
качестве первоначальных (исходных) понятий следует при¬ 
нять понятия и законы других базисных теорий — механики, 
электродинамики и т. д. Специфическими для термодинамики 
являются взаимодействия, которые приводят к энергетиче¬ 
скому обмену между системами, находящимися в равновесии 
с точки зрения базисных физических теорий (диатермиче¬ 
ский контакт). 

В этом аспекте подход Каратеодори выглядит более по¬ 
следовательным, так как в нем понятия теплоты и темпера¬ 
туры не являются исходными, как в формулировках Клаузиу¬ 
са и Кельвина, а строятся на основе базисных понятий. При¬ 
влекательность теории Каратеодори определяется в большой 
степени и принятым в ней чисто аналитическим методом. 
В рамках этого метода мы имеем дело непосредственно с 
термодинамическими координатами и уравнениями для си¬ 
стемы, не привлекая на помощь «всесильную» машину Кар¬ 
но [104]. Именно поэтому такой подход привлек большое 
число последователей (особенно в последние два десятиле¬ 
тия), и его упрощению и уточнению посвящен ряд работ 
[36,63,66,89,101,104]. 

Однако в теории Каратеодори имеются следующие суще¬ 
ственные недостатки: 

1. В термодинамике под понятием эмпирической темпера¬ 
туры понимается любая функция т: которая каж¬ 

дому равновесному состоянию РеУ термодинамической си¬ 
стемы 2 ставит в соответствие вещественное число х (Р) та¬ 
ким образом, что два состояния Р] и Р 2 двух систем 2[ и 2 2 
находятся в тепловом равновесии тогда и только тогда, ко¬ 
гда т(Рі) = т(Р 2 ). 

Нулевое начало термодинамики само по себе недостаточно 
для строгого вывода существования эмпирической темпера¬ 
туры. Простой контрпример приведен в работе [68]. Обозна¬ 
чим координаты состояния системы 2; через Рі и допустим, 
что условие равновесия любых двух систем 2,- и 2/ имеет вид 

Рі, ( Рі, Рі) - а„ [Ѳ| (Рі) - Ѳ/ (Р,)] 2 + Ь ц [ф, (Рі) - Ф/ (Р,)] 2 - 0, 

(1.24) 

где аі/ и Ьц — константы, а Ѳ, и ф,- — функции состояния Рі 
соответствующей системы 2,-. Очевидно, что любые два из 
равенств 

Р 12 (Р„ Р 2 ) = 0, Р 23 (Р 2 , Р 3 ) = 0, Р 13 (Р„ Р 3 ) = 0 (1.25) 

обусловливают третье (см. разд. 1.2), но существуют две 
Эмпирические температуры Ѳ и ф, так как условия равнове- 
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оия (1.24) эквиваленты уравнениям (ср. (1.17)) 

Ѳ|(Я|) — Ѳ, Фі (/>,) = ф, (1-26) 

где Ѳ и ф — функции состояния термометрического тела. 

Очевидно, что свойство транзитивности равновесия не яв¬ 
ляется достаточным, и существование термометра (един¬ 
ственной эмпирической температуры) — независимый посту¬ 
лат, который неявно принимается в Классических формули¬ 
ровках термодинамики. 

Примем сейчас, что существует эмпирическая температура 
х и что законы термодинамики позволяют доказать суще¬ 
ствование универсальной функции /(т), которая является 
интегрирующим множителем для пфаффовой формы бф, т. е. 
б^ : =/(т)й!5, где 5 — функция состояния системы. Как отме¬ 
тил Земанский [104], Каратеодори неявно допускает, что 
сама функция )(т) также является эмпирической температу¬ 
рой (в смысле данного определения), т. е. что из х\ т 2 
следует /(ті) ф /(тг). В действительности этого нельзя дока¬ 
зать на основе его аксиом. Например, аксиома об адиабати¬ 
ческой недостижимости выполняется и в случае, когда ли¬ 
нейная дифференциальная форма 6<2 сама по себе есть пол¬ 
ный дифференциал и /(т) = соп5І. 

Проанализируем в этом аспекте, следуя работе [104], 
другие классические формулировки второго начала термоди¬ 
намики, принадлежащие Клаузиусу и Кельвину. С этой 
целью рассмотрим систему, которая совершает цикл Карно 
1—2—3—4, где изотермы 1 и 3, соответствующие эмпириче¬ 
ским температурам ті и т 3 (ті<т 3 ), связаны адиабатами 2 
и 4 ( 6(^2 = 6(^4 = 0). Если на изотерме 1 система поглощает 
тепло 6(3і = /(ті) с/5 > 0, то на изотерме 3 она отдает тепло 
— 8С} 3 = І(тз)сІ5. Работа, совершаемая над системой за пол¬ 
ный цикл, в соответствии с первым началом термодинамики 
есть — бЛ==(/ : (тз) — /(ті ))с15. Из закона Клаузиуса 
(разд. 1 . 1 ) следует, что /(т 3 )= #=/(ті), так как в противном 
случае единственным результатом циклического процесса бу¬ 
дет передача тепла от более холодного тела (при х\) к более 
горячему (при тз). Из формулировки Кельвина (разд. 1.1) 
следует только невозможность того, чтобы функция )(т) при¬ 
нимала нулевое значение. Поскольку если существует темпе¬ 
ратура т = т', при которой \(х') «= 0 , то, выбрав в рассмат¬ 
риваемом цикле т 3 = т / , получим, что единственный резуль¬ 
тат процесса — превращение тепла Щ\ = !(х{)й5 в работу. 
Следовательно, только из закона Клаузиуса следует, что 
функция /(т) обладает свойствами абсолютной температуры. 

Как отметил Земанский [104], в классической термодина¬ 
мике возможность пренебречь теоретической неэквивалент¬ 
ностью законов Клаузиуса и Кельвина связана исключи- 
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тельно с допущением существования идеального газа, так 
как /(т) — универсальная функция, не зависящая от свойств 
системы: достаточно только, чтобы для одной системы /(т) 
была строго монотонной функцией эмпирической темпе¬ 
ратуры. 

2. Доказательство математической теоремы Каратеодори 
об интегрируемости пфаффовых форм, а отсюда и доказа¬ 
тельство существования энтропии и абсолютной температуры 
содержат пробел: корректная теорема доказывает только 
существование локального интегрирующего множителя для 

в окрестности любой точки [31]. К счастью, оказывается, 
что это обстоятельство не является решающим для достиже¬ 
ния конечной цели: локальная теорема достаточна, если при¬ 
нять существование эмпирической температуры и сделать не¬ 
которые специальные предположения о термодинамическом 
конфигурационном пространстве [31]. В 1968 г. Бойлин [35] 
показал, что существование непрерывной эмпирической эн¬ 
тропии 1 ), установленное в работе [37], и существование ло¬ 
кального интегрирующего множителя для Щ, взятые вместе, 
достаточны для существования глобального интегрирующего 
множителя, который превращает Щ в дифференциал (диф¬ 
ференцируемой) эмпирической энтропии. Если, кроме того, 
принять, что существует и эмпирическая температура, то с 
помощью стандартных аргументов устанавливается существо¬ 
вание термодинамической энтропии. 

Заметим теперь, что эмпирической энтропией называют 
любую вещественнозначную функцию состояния системы 
г] = г)(Я), которая обладает следующим свойством: состояние 
Р' является адиабатически достижимым из состояния Р то¬ 
гда и только тогда, когда ц(Р)^ т|(Р'). Используя идею Ка¬ 
ратеодори об упорядочении состояний с помощью соотноше¬ 
ния об адиабатической недостижимости, можно привести 
правдоподобные аргументы, которые доказывают существо¬ 
вание эмпирической энтропии [89,101]. Строгое доказатель¬ 
ство существования, основанное на свойстве непрерывности 
внутренней энергии, приведено в работе [37]. Основные его 
положения сводятся к следующему. 

Рассмотрим простую систему с я деформационными коор¬ 
динатами Х = (Хі, ..., Х п ) и с одной недеформационной 
координатой I. Примем, что множество всех возможных со¬ 
стояний системы 9* представляет собой связную область в 
(я + 1)-мерном евклидовом пространстве 2 ). Из первого на- 


■) Об определении эмпирической энтропии см. ниже. — Прим, перев. 
2 ) Как справедливо отмечается в работе [66], предположение о евкли- 
довости фазового пространства является довольно грубым, так как евклн- 
Дова метрика не имеет Термодинамического смысла. 
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чала термодинамики и из постулата непрерывности совершае¬ 
мой над системой адиабатической работы Л ад , которая явля¬ 
ется функцией начального и конечного состояний, следует 
существование непрерывной внутренней энергии (ЛЛ ад = АѴ) . 
В качестве недеформационной координаты выбирается внут¬ 
ренняя энергия 0 Состояния (|, У), которые удов¬ 

летворяют условию У = сопзС т. е. имеют заданную конфигу¬ 
рацию X, изображаются прямой линией Ьх в 9 

А. Утверждается, что если при произвольном фиксиро¬ 
ванном начальном состоянии (|°, У 0 ) работа Л ад принимает 
непрерывное множество значений с нижней границей нуль 
(Аад^О), то конечные состояния соответствующих изотер¬ 
мических (X = У 0 ) адиабатических процессов непрерывно 
пробегают точки Ьх°, которые лежат «над» состоянием 
(|°, У 0 ) е Ьх*, т. е. | ^ |°. Адиабатическая недостижимость 
состояний (5 < |°, У°)е Ьх° следует из аксиомы Каратеодори. 
Действительно, из допущения, что существует хотя бы одно 
состояние (X, У 0 ), |' < |°, которое адиабатически достижимо 
из (|°, У 0 ), следует, что все состояния (| ^ X, У 0 ) также 
будут адиабатически достижимы из (|°, У 0 ) [(|°,У 0 )^- 

->(!', У°)-»-(| ^ X, У 0 )]. Если (Г, X") — произвольное состоя¬ 
ние из е-окрестности (|°, У 0 ), то с помощью обратимого адиа¬ 
батического процесса систему можно привести из (|", У") 
в некоторое другое состояние (X", У 0 ), причем совершаемая 
над системой работа стремится к нулю, когда е->-0 (в силу 
непрерывности Л ад ). Из непрерывности энергии 11 следует, 
что (I" — а отсюда и (X "— |°) также стремятся к нулю 
при е->0. Так как X < |°, то при достаточно малом е полу¬ 
чаем, что X < І", так что состояние (X', X") достижимо из 
(|°, У 0 ). Последнее противоречит аксиоме Каратеодори, по¬ 
скольку (Х',Х") —произвольное состояние из е-окрестности 
(|°, У 0 ). Следовательно, все состояния (і < &°, У 0 ) адиабати¬ 
чески недостижимы из (|°, У 0 ). 

Б. Доказательство заканчивается проверкой положения 
о том, что все адиабатические процессы, которые начинаются 
из данного начального состояния (1°, У 0 ) и в результате ко¬ 
торых конфигурация системы изменяется от У 0 до У, закан¬ 
чиваются в единственной точке (|, Х)^Ь х . Допустим обрат¬ 
ное: пусть существуют два обратимых адиабатических про¬ 
цесса, которые начинаются в (^°, У 0 ) и заканчиваются при 
конфигурации У в двух разных состояниях (X, У) и (|",У). 
Поскольку эти состояния взаимно обратимо достижимы, то 
обстоятельство, что оба они лежат на прямой Ь х , противоре¬ 
чит доказанному в п. А. 

Построение эмпирической энтропии теперь элементарно: 
каждому состоянию Р в 9* поставим в соответствие число т|, 
равное значению недеформационной координаты | однознач- 
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но определимого состояния (§, ЙГ 0 ) с выбранной стандартной 
конфигурацией Х°, которое может быть обратимо адиабати¬ 
чески связано с Р. Тогда если для двух состояний Р] и Р 2 
имеет место неравенство гц > ц 2 , то состояние Р 2 адиабати¬ 
чески недостижимо из Рі, а состояние Р] адиабатически до¬ 
стижимо из Р 2 . Если г)і=г) 2 , то состояния Р\ и Р 2 взаимно 
адиабатически достижимы. Функция- ту 9 1 — непрерывна, 
она и представляет собой эмпирическую энтропию. Таким 
образом, фазовое пространство системы разбивается на непе- 
ресекающиеся гиперповерхности постоянной эмпирической 
энтропии. 

Существенная роль аргументов непрерывности, которые 
используются в доказательстве теоремы Каратеодори о су¬ 
ществовании энтропии, иллюстрируется следующим приме¬ 
ром [66]. Допустим, что множество состояний, адиабатиче¬ 
ски недостижимых из данного начального состояния Р 0 = 
= (|°, К 0 ), соответствует всем остальным точкам прямой ли¬ 
нии в фазовом пространстве, проходящей через точку Р 0 и 
имеющей фиксированное стандартное направление. Тогда ак¬ 
сиома об адиабатической недостижимости удовлетворяется 
тривиальным образом, а фазовое пространство не разбива¬ 
ется на поверхности постоянной энтропии и теорема Каратео¬ 
дори не справедлива. 

3. Принадлежащее Каратеодори доказательство того, что 
энтропия любой системы при адиабатических процессах, на¬ 
чинающихся из произвольного начального состояния, изме¬ 
няется только в одном направлении, т. е. либо никогда не 
возрастает, либо никогда не убывает, содержит в себе неко¬ 
торые несформулированные в явном виде предположения о 
непрерывности, которые невозможно однозначно извлечь из 
контекста доказательства [66]. 

Важность этих дополнительных предположений проил¬ 
люстрирована Ландсбергом [66] при помощи специально 
построенного примера системы, состояния которой удовлетво¬ 
ряют аксиоме Каратеодори об адиабатической недостижимо¬ 
сти, и тем не менее ее энтропия может как расти, так и убы¬ 
вать при адиабатических процессах в зависимости от на¬ 
чального состояния. Действительно, пусть цо — эмпирическая 
энтропия начального состояния и пусть адиабатически недости¬ 
жимые значения эмпирической энтропии задаются условиями 

г) > т]о> если ті 0 >т], 

Я < % и если По < й. 

где т[ — некоторое характеристическое значение энтропии. Лег¬ 
ко проверить, что 1) любые два состояния адиабатически 
связаны, 2) эта адиабатическая связь обладает свойством 
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транзитивности и 3) в любой окрестности каждого состояния 
Р существует состояние, которое адиабатически недостижимо 
из Р. Особенности этой системы можно было бы отнести пол¬ 
ностью к свойствам нестатических процессов, а энтропию счи¬ 
тать достаточно гладкой функцией термодинамических коор¬ 
динат. 

В этой связи представляет интерес замечание Тёрнера 
[101], что даже если отказаться от дополнительных предпо¬ 
ложений о непрерывности по отношению к изменению началь¬ 
ного состояния, то это не приведет ни к каким изменениям 
в термодинамике обычных систем. Причина состоит в том, 
что во всех случаях внутреннюю энергию системы можно уве¬ 
личить путем фрикционного перемешивания или с помощью 
другого аналогического (нестатнческого) адиабатического 
процесса, что всегда приводит к изменению эмпирической 
энтропии в одном и том же направлении. Действительно, как 
мы уже отмечали, переход от одной гиперповерхности по¬ 
стоянной энтропии к другой всегда соответствует изменению 
внутренней энергии при постоянной конфигурации системы 
и наоборот. 

1.3.3. Связь между принципами Клаузиуса, Кельвина 
и Каратеодори 

В отличие от принципов Клаузиуса и Кельвина аксиома адиа¬ 
батической недостижимости Каратеодори не имеет статуса 
постулата, являющегося прямым обобщением опыта. Некото¬ 
рые авторы (например, Земанский [104]) считают, что эта 
аксиома мало добавляет к нашему пониманию природы и не 
является необходимой для вывода уравнений, выражающих 
следствия из второго начала термодинамики. Как было уста¬ 
новлено сравнительно недавно, вопреки намерению Каратео¬ 
дори обобщить термодинамику, его аксиома об адиабатиче¬ 
ской недостижимости является прямым следствием принципов 
Кельвина и Клаузиуса. Купер [44] считает этот вывод три¬ 
виальным и, принимая необходимость предположений о не¬ 
прерывности, приводит в этой связи следующие аргументы. 
Каждая термодинамическая система либо включает в себя 
два тепловых резервуара и механическую систему, над которой 
можно совершить работу, либо ее можно привести в равно¬ 
весие с такого рода дополнительными системами, образовав 
одну расширенную термодинамическую систему. В произ¬ 
вольной окрестности каждого данного состояния расширенной 
системы, очевидно, существуют состояния, которые отли¬ 
чаются от исходного только тем, что некоторое количество 
теплоты передано от более холодного к более горячему телу, 
или тем, что некоторое количество теплоты превращено в мѳ- 
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ханическую работу. Переходы к этим состояниям запрещены 
соответственно постулатами Клаузиуса и Кельвина, откуда 
следует аксиома Каратеодори. 

Первое доказательство того, что аксиомы Каратеодори 
являются следствием принципа Кельвина, дано в 1964 г. 
Ландсбергом [67]. Оно проведено для случая, когда в каче¬ 
стве недеформационной координаты выбрана внутренняя 
энергия V. Титулаер и Ван Кампен [97] модифицировали 
доказательство для переменных (т, X), где т — эмпирическая 
температура, вследствие чего отпало допущение, что діі/ді 
всегда отлично от нуля. Это позволило им установить, что 
единственными системами, для которых выполняется принцип 
Кельвина, но не выполняется аксиома Каратеодори, являются 
чисто механические системы. Вызывает удивление, что эти 
важные результаты, выясняющие статус теории Каратеодори, 
получены через полвека после ее создания, притом с помощыб 4 
довольно элементарных рассуждений. 

Следуя работе [97], предположим, что аксиома Каратео¬ 
дори не выполнена. Тогда существует точка Ро ~ (т, К 0 ) 
с окрестностью А 0 , такой, что любая точка из А 0 адиабати¬ 
чески достижима из Ро. Коэффициенты С1,{Р), і = 0, 1.и, 

в линейной дифференциальной форме для элементарного ко¬ 
личества теплоты 

6С} = С1 0 с1т+%(3 1 <1Х 1 

і-і 

либо тождественно равны нулю в А 0 , либо отличны от нуля 
хотя бы в одной точке Р ібА 0 , такой, что 6С} > 0 при пере¬ 
ходе по отрезку Р,Р 0 . Если образовать замкнутый цикл, воз¬ 
вращая систему из Р 0 в Р\ по адиабатическому пути, един¬ 
ственным результатом циклического процесса будет поглоще¬ 
ние системой теплоты и превращение ее (в силу первого 
начала термодинамики) в механическую работу. Из полу¬ 
ченного противоречия с принципом Кельвина следует, что 
первоначальное допущение о несправедливости аксиомы Ка¬ 
ратеодори не верно. Остается рассмотреть случай, когда 
<3;(Р)==0, і = 0, 1, п, для всех РеА 0 . Тогда бА = сШ, 
где функция V = I){Х\, ..., Х п ) не зависит от т, так как 
сКУ/дт == <2о 0. Этот случай соответствует чисто механиче¬ 

ской системе. 

В свете этих результатов логично принять аргументы Зе- 
манского [104] о том, что аналитический метод Каратеодори 
может быть использован и без изменения формулировки вто¬ 
рого начала термодинамики, которая была дана Клаузиусом 
или Кельвином. 

Обратный вопрос — следует ли принцип Кельвина из ак¬ 
сиомы Каратеодори — исследован в 1965 г. Даннинг-Девисом 
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[47]. Рассмотрим в фазовом пространстве простой термоди¬ 
намической системы с координатами (Ы,Х) два состояния: 
Р = (1Ь,Х) и Р' = (ІІ',Х), II' < ІІ, которые лежат на пря¬ 
мой линии постоянной конфигурации Ьх (А = сопзі). При¬ 
мем, что из аксиомы Каратеодори следует существование 
непрерывной эмпирической энтропии. Так как каждая линия 
постоянной конфигурации пересекает каждую поверхность 
постоянной энтропии в одной точке, состояния Р и Р' лежат 
на разных поверхностях и, следовательно, не могут быть свя¬ 
заны обратимым адиабатическим процессом. Остаются две 
возможности: 1) Р достижимо из Р' нестатическим адиабати¬ 
ческим процессом или 2) Р' достижимо из Р нестатическим 
адиабатическим процессом, которые не могут реализоваться 
одновременно. Пусть реализуется первая из них. Такую си¬ 
стему можно привести из состояния Р' в состояние Р неста¬ 
тическим адиабатическим процессом, при котором возраста¬ 
ние внутренней энергии ІІ — ІІ' осуществляется благодаря 
совершению работы А ад над системой. Фиксируя деформа¬ 
ционные координаты, систему можно возвратить из Р в Р'\ 
при этом работа не совершается, а уменьшение внутренней 
энергии осуществляется путем выделения тепла 0 = 
— ІІ — ІІ' > 0. Таким способом в рассматриваемом цикли¬ 
ческом процессе происходит полное превращение работы в 
тепло. Пусть теперь реализуется вторая возможность. Ана¬ 
логичные рассуждения показывают, что в процессе перехода 
из состояния Р' в состояние Р по линии Ьх работа не совер¬ 
шается, а увеличение внутренней энергии происходит благо¬ 
даря поглощению системой тепла С} = Ы — Ы'. Возвращаем 
систему из Р в Р' нестатическим адиабатическим процессом, 
причем уменьшение внутренней энергии происходит благодаря 
совершению работы А ад системой. Единственным результатом 
этого процесса будет превращение тепла в работу. 

Из приведенного анализа [47] следует, что в результате 
рассмотренного циклического процесса: 1) работу нельзя 
полностью превратить в тепло или 2) тепло нельзя полностью 
превратить в работу. Принцип Кельвина следует отсюда, если 
дополнительно предположить, что каждый цикл можно раз¬ 
ложить на циклы рассмотренного выше типа и что реали¬ 
зуется вторая возможность, а не первая. 

Исходя из представленных результатов, Ландсберг [68] 
предлагает рассматривать работу Каратеодори не как по¬ 
пытку аксиоматизации термодинамики, а лишь как вклад 
в разграничение простых форм механических и термодинами¬ 
ческих систем в терминах топологических свойств фазового 
пространства. Если состояния, в окрестности которых суще¬ 
ствуют адиабатически недостижимые из них состояния, на¬ 
рвать /-точками, а состояния, которые не являются /-точками, 
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назвать а-точками, то упомянутое разграничение можно сфор¬ 
мулировать так: для простых механических систем все точки 
фазового пространства являются а-точками; для простых 
термодинамических систем все точки фазового пространства 
являются /-точками. 


1.3.4. Термодинамика Гиббса 

Как отмечает Тисса [93], фактическое применение трех основ¬ 
ных начал термодинамики требует ряда дополнительных 
предположений о свойствах материальных систем, без кото¬ 
рых трудно вывести какие-либо значимые результаты. В от¬ 
личие от универсального характера законов термодинамики 
эти дополнительные предположения содержат более или ме¬ 
нее ограничительные приближения, которые обычно не ана¬ 
лизируются достаточно внимательно. Уточнение дополнитель¬ 
ных предположений приводит не только к созданию более 
строгой теории, но и открывает новые области для исследо¬ 
вания там, где возможности классической теории кажутся 
исчерпанными. 

Тисса выделяет в классической равновесной термодина¬ 
мике две независимые логические структуры; теорию Клау¬ 
зиуса — Кельвина, с одной стороны, и теорию Гиббса — с дру¬ 
гой. В первой теории термодинамическая система является 
«черным ящиком»: вся необходимая информация о ее пове¬ 
дении выводится из количества энергии, переданной системе 
при помощи двух идеализированных устройств — резервуара 
тепла и резервуара работы. Здесь исходным является про¬ 
странство нетермодинамических величин — объема, давления 
и молярных количеств компонентов. Центральный резуль¬ 
тат— установление понятий о внутренней энергии, энтропии, 
абсолютной температуре с помощью наблюдаемых величин. 

В теории Гиббса [6] в центре внимания находится соб¬ 
ственно система, причем понятия внутренней энергии и энтро¬ 
пии считаются данными. Эта теория дает более детальное 
описание состояния равновесия, которое включает в себя хи¬ 
мическую и фазовую структуры. Для этой теории существенно 
то, что в ней уникальную роль играет специальное фазовое 
пространство (называемое пространством Гиббса) экстенсив¬ 
ных параметров — энтропии, объема и молярных чисел. Един¬ 
ственная поверхность в этом пространстве (называемая при¬ 
митивной поверхностью) дает компактное представление всех 
термостатических свойств данной фазы. 

Формулировка теории Гиббса о фазовом равновесии в виде 
автономной логической структуры раскрывает некоторые де¬ 
фекты в классической теории, например неясность в вопросе 
об отождествлении и разграничении двух фаз. Пренебрежение 
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различием в свойствах симметрии фаз с одинаковым хими¬ 
ческим составом и одинаковой плотностью экстенсивных ве¬ 
личин приводит к невозможности описания фазовых перехо¬ 
дов второго рода. Кроме того, термодинамические системы 
рассматриваются как некоторые нерасчлененные объекты, 
связанные только с вспомогательными макроскопическими 
устройствами (в противоположность конструктивному прин¬ 
ципу статистической механики). Этот способ описания не 
позволяет учесть наличие флуктуационных состояний системы. 

Построенная Тиссой [93] аксиоматическая гиббсова тер¬ 
модинамика (макроскопическая термодинамика равновесия) 
рассматривается в разд. 1.6. 

1.4. Термостатика 

До сих пор принималось, что фундаментальное понятие рав¬ 
новесного состояния является интуитивно ясным. Существо¬ 
вание равновесного состояния было исходным (хотя и не 
сформулированным в явном виде) постулатом. Естественно, 
что в рамках термодинамики содержание этого понятия рас¬ 
крывается описательно, его свойства являются обобщением 
макроскопического опыта. 

Равновесные состояния характеризуются конечным числом 
измеримых макроскопических параметров. Эти параметры 
делятся на два класса: интенсивные (не зависящие от раз¬ 
мера системы) и экстенсивные (пропорциональные размерам 
системы). Основные свойства равновесного состояния сле¬ 
дующие: все макроскопические параметры постоянны во вре¬ 
мени (стационарность); отсутствуют какие-либо (в том числе 
и стационарные) потоки вещества, энергии, импульса; любая 
изолированная термодинамическая система с течением вре¬ 
мени приходит в состояние равновесия и никогда самопроиз¬ 
вольно выйти из него не может; равновесие транзитивно. 

Как отметил Тисса [93], с понятием равновесия в термо¬ 
динамике связаны специфические трудности, порожденные 
тем обстоятельством, что не существует чисто эмпирических 
средств для решения вопроса о том, действительно ли неко¬ 
торая явно стационарная система достигла равновесия или 
она находится в некотором метастабильном неравновесном 
состоянии, неуловимо релаксируя к равновесию. Эта проб¬ 
лема особенно существенна для систем со скрытыми степе¬ 
нями свободы при низких температурах. 

Следует иметь в виду, что строгие следствия из класси¬ 
ческих формулировок второго начала термодинамики выра¬ 
жаются только неравенствами, тогда как вывод основных 
уравнений термостатики всегда включает в себя допущение 
о том, что равновесие действительно достигнуто. 
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Исследование состояния термодинамического равновесия 
показывает, что все свойства равновесных систем могут быть 
получены из так называемых термодинамических потенциалов 
(или характеристических функций), введенных впервые 
Масье в 1869 г. Существенный вклад в развитие теории тер¬ 
модинамических потенциалов внес Гельмгольц (1882 г.), ко¬ 
торый показал, что при изотермических процессах (т. е. при 
Т = сопзі) свободная энергия Р = V — Т8 играет роль, ана¬ 
логичную потенциальной энергии в механике. Например, если 
Х\, .... Х п — обобщенные макроскопические координаты 

(объем, магнитный момент и др.), то сопряженные им обоб¬ 
щенные силы ри .... р п (давление, напряженность магнитного 
поля и др.) определяются выражениями 

(1.27) 

4 дХі 'Т.{Х кФ і) 

Свободная энергия определяет равновесное состояние систе¬ 
мы, находящейся при постоянной температуре, — при необ¬ 
ратимых процессах она убывает, стремясь к своему мини¬ 
мальному значению, которое характеризует равновесное со¬ 
стояние. 

Чрезвычайно важную роль в развитии термодинамики 
сыграли появившиеся в конце XIX в. работы Гиббса [6], 
в которых построен общий метод термодинамических потен¬ 
циалов, исследованы условия термодинамического равновесия 
(в том числе и для химически реагирующих смесей), развита 
теория фаз и поверхностных явлений. В качестве термодина¬ 
мических потенциалов Гиббс ввел (1875 г.) энтальпию (теп¬ 
ловую функцию) Н(8, р)= V + рѴ и так называемый тер¬ 
модинамический потенциал Гиббса О (Т, р) = Р + рѴ. 

В качестве термодинамических потенциалов могут быть 
использованы и другие термодинамические функции при ус¬ 
ловии, что для них при подходящим образом выбранных пере¬ 
менных, называемых характеристическими, элементарное при¬ 
ращение представляет собой полный дифференциал. Термо¬ 
динамическим потенциалом являются, например, внутренняя 
энергия 11 как функция энтропии и обобщенных координат 
и энтропия 5 как функция внутренней энергии и обобщен¬ 
ных координат. 

Теория термодинамических потенциалов Гиббса факти¬ 
чески завершает создание аппарата равновесной термоди¬ 
намики. 

В начале XX в. термодинамика пополняется еще одним 
принципиальным положением, которое, хотя и имеет более 
ограниченное значение, чем первые два начала, независимо 
От них и фомулируется как третье начало термодинамики. 
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В. Нернст, изучая проблемы химического сродства, уста¬ 
новил, что при квазистатических изотермических процессах 
изменение АР свободной энергии перестает зависеть от 
температуры с приближением к абсолютному нулю: 
д(АР)/дТ-^-0, Т-*■ 0. Так как 5 =— (дР/дТ) ѵ , это означает, 
что при Т-> 0 изотермические процессы протекают без из¬ 
менения энтропии. В 1906 г. Нернст сформулировал свою 
знаменитую тепловую теорему, провозглашающую этот факт 
всеобщим законом. 

М. Планк, обобщая следствия из тепловой теоремы, вы¬ 
сказал предположение, что энтропия всякого химически одно¬ 
родного конденсированного тела при Г-»-0 стремится к уни¬ 
версальной постоянной, которая не зависит от термодинами¬ 
ческих параметров и которую можно положить равной нулю: 

Г С„(Г) 

5 = 5 0 + \-^г-аТ-+0, Т-+ 0, (1.28) 

о 

где С ѵ — теплоемкость при постоянном объеме. 

Отметим, что предположение о конечном значении энтро¬ 
пии при Т = 0 противоречит классической кинетической тео¬ 
рии, которая на основе теоремы о равномерном распределении 
энергии по степеням свободы предсказывает независимость 
теплоемкости от температуры, откуда и 5-> — оо при Г0. 
В действительности экспериментальные измерения теплоем¬ 
кости твердых тел при очень низких температурах показы¬ 
вают, что она не сохраняет своего значения, а быстро стре¬ 
мится к нулю при приближении к точке Т — 0 ‘). 

Новый закон термодинамики получил также другую экви¬ 
валентную формулировку, принадлежащую Нернсту: с по¬ 
мощью конечной последовательности термодинамических про¬ 
цессов нельзя достичь температуры, равной абсолютному 
нулю (принцип недостижимости абсолютного нуля). 

Интересно отметить, что долгое время существовали со¬ 
мнения в универсальности третьего закона термодинамики 
[14]. Для некоторых соединений (например, СО), в особен¬ 
ности для стеклообразных фаз, экспериментально установлена 
«остаточная» энтропия при Т 0. Причина подобных откло¬ 
нений, по мнению Саймона [90], кроется в наличии метаста- 
бильных неравновесных состояний с очень большим време¬ 
нем релаксации. В настоящее время принято считать, что 
«исключения» из третьего начала термодинамики возникают 
только тогда, когда не выполнены условия применимости тер- 


*) Объяснение этого явления можно дать только в рамках квантовой 
теории (Эйнштейн, 1906 г.)—в сущности это один из экспериментальных 
фактов, стимулировавших ее создание. 
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модинамики вообще, например когда в системе отсутствует 
равновесие *). 

Следствиями третьего начала термодинамики являются 
следующие положения: когда температура стремится к абсо¬ 
лютному нулю, любая система должна переходить в пол¬ 
ностью упорядоченное состояние (в соответствии со стати¬ 
стической интерпретацией энтропии); все производные вида 
(дЗ/дХ) т стремятся к нулю при Г->0. Отсюда можно вы¬ 
вести ряд экспериментально проверяемых соотношений. 

Проблемы, которые возникают при квантовостатическом 
обосновании третьего начала термодинамики, обсуждаются, 
например, в работе [14]. 

Приложения термостатики базируются на использовании 
ее основного уравнения, называемого еще уравнением (соот¬ 
ношением) Гиббса: 

Т СІ5 = сіі/ + 8А, (І.29) 


которое непосредственно следует из первых двух законов 
(1.10), (1.21). Это уравнение устанавливает ряд соотноше¬ 
ний между термодинамическими величинами, характеризую¬ 
щими макроскопические свойства тел в состоянии равнове¬ 
сия. Но их количественное определение в рамках термодина¬ 
мики невозможно. Для этой цели уравнение (1.29) необхо¬ 
димо дополнить так называемыми уравнениями состояния 
(или материальными уравнениями): 

калорическим уравнением (для внутренней энергии) 

І/ = П(Г, Х и Х п ), (1.30) 


термическими уравнениями (для обобщенных сил) 

Рі = Рі(Т, Х и ..., Х п ), і— п. (131) 

Уравнение (1.30) и каждое из уравнений (1.31) не являются 
независимыми, а связаны дифференциальными соотноше¬ 
ниями Максвелла 


др, 

т _1і_ = . 

л Г» 'Г 


дѴ 


+ Рі> 


1 , 


(1.32) 


дТ дХ { 

Эти соотношения следуют из выражения для дифференциала 
энтропии (1.29) 


дЗ 

1 дѴ 

Э5 

1 Г дИ 

дТ 

~ Т дТ ’ 

дХі ' 

Т ѴдХі 


г[ж + Рі І і==1 .«>’О-ЗЗ) 


и из равенства смешанных производных 


д 2 8 _ д 2 3 

дХі дТ ~~ дТ дХі ’ 


1=1, .... п. 


(1-34) 


>) С этим утверждением трудно согласиться: имеются точно решае¬ 
мые модели, для которых остаточная энтропия не равна нулю (см. обсу- 
жденце в книге Займана [107*]). — Прим, перев. 
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Поэтому достаточно знать только температурную зависимость 
в калорическом уравнении состояния (1.30). Уравнения со¬ 
стояния (1.30), (1.31) определяются экспериментальным пу¬ 
тем для каждого конкретного типа термодинамических систем. 

Когда мы имеем дело с системой с переменным химиче¬ 
ским составом (вследствие наличия полупроницаемых стенок 
или протекания химических реакций) (или просто с перемен¬ 
ным числом частиц. — Перев.), основное уравнение термоста¬ 
тики принимает вид 

р 

та5 = еШ + 6А — ^ц к а ЛГ А , (1.35) 

где Ыь, к = 1, .... р — количества соответствующих компо¬ 
нентов (часто используются и концентрации с к = N к /^ I ^N^ )> 

а к = 1. р, — так называемые химические потенциалы 

(Гиббс, 1875 г.): 

^ = (жг) ’ к=1 . р- ( 136) 

Зависимость внутренней энергии Д от величин И к , к=1, ... 
.... р, вследствие принципа аддитивности имеет вид 

V == % х М к и к (5*ДѴ*. с к ), (1.37) 

где Ѵ к — объем, занимаемый к -й компонентой, а 8 к — ее эн¬ 
тропия [2]. 

Для установления конкретных соотношений в классиче¬ 
ской равновесной термодинамике используют два общих ме¬ 
тода— метод циклических процессов (исторически самый ста¬ 
рый, созданный Карно) и метод термодинамических потен¬ 
циалов (созданный Гиббсом и чаще всего применяемый 
в настоящее время). 

Идея метода термодинамических потенциалов заключается 
в следующем. С помощью основного уравнения термостатики 
(1.35) можно ввести однозначную и аддитивную функцию со¬ 
стояния, изменение которой при элементарном квазистатиче- 
ском процессе является полным дифференциалом. Эта функ¬ 
ция, называемая термодинамическим потенциалом, позволяет 
получить полную систему уравнений состояния, т. е. дает 
возможность исследовать все равновесные свойства системы. 
Например, знание внутренней энергии 1){8, Х и .... Х п ) как 
функции энтропии и обобщенных координат (для системы 
с постоянным составом) позволяет получить полную систему 
уравнений состояния (см. (1.30), (1.31)) простым дифферен- 
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дированием: 


Т 



8 , 


{ Х *Фі} ’ 


/■=* 1, .... п. 

(1.38) 


Обычно независимые переменные выбираются из сообра¬ 
жений удобства, исходя из конкретных условий задачи. Пе¬ 
реход от одного набора независимых переменных к другому 
совершается с помощью преобразования Лежандра в основ¬ 
ном уравнении (1.35). Так, например, чтобы перейти в рас¬ 
сматриваемом случае к независимым переменным Т, Х\, ... 
..., Х п , необходимо в уравнении (1.29) совершить преобра¬ 
зование 

— т8)= — 8ат~У,р 1 ах 1 , (і.зэ) 

г-1 


которое вводит в качестве термодинамического потенциала 
системы свободную энергию Р = 11 — Г5. 

Теория термодинамического равновесия была развита 
Гиббсом по аналогии со статикой в механике Лагранжа. Со¬ 
гласно принципу виртуальных перемещений, в условии рав¬ 
новесия сумма работ всех сил при произвольных виртуальных 
изменениях обобщенных координат (допустимых при нало¬ 
женных ограничениях) равна нулю. Обобщение этого прин¬ 
ципа на термостатику приводит к условию стационарности 
любого термодинамического потенциала 2 при фиксированных 
характеристических переменных: 

62 = 0. (1.40) 

Вопросы устойчивости состояний рассматриваются более 
подробно в рамках аксиоматического подхода к термодина¬ 
мике (см. разд. 1.6). Здесь мы отметим только, что допуще¬ 
ние возможности флуктуаций в системе (т. е. случайных от¬ 
клонений внутренних параметров от их равновесных значе¬ 
ний) противоречит основным принципам термостатики [2]. 

Резюмируя, отметим, что существование таких функций, 
как термодинамические потенциалы, которые содержат пол¬ 
ное описание свойств равновесных систем, является исключи¬ 
тельно важным результатом термостатики. Но их явное на¬ 
хождение выходит за ее рамки. 

Рассмотрим важную методологическую проблему, связан¬ 
ную с тем обстоятельством, что термостатический формализм 
имеет отношение только к равновесным состояниям, тогда как 
нетривиальные результаты термостатики следуют из рассмот¬ 
рения процессов (хотя и в ограниченном смысле). Как можно 
описывать процессы теплообмена и диффузии с помощью 
обратимых уравнений термостатики? Как точно осмыслить 
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утверждение, что энтропия системы возрастает, когда понятие 
энтропия определено только для равновесных состояний? 

Как показал Тисса [93], указанные трудности преодоле¬ 
ваются с помощью известного в термодинамике понятия со¬ 
ставной системы, которое позволяет рассматривать состояние 
более или менее ограниченного равновесия. Но последова¬ 
тельное введение этого понятия в основы теории требует зна¬ 
чительной ревизии классической концептуальной структуры. 
В частности, необходимо рассматривать как термодинамиче¬ 
ские операции, так и термодинамические процессы (разд. 1.6), 
которые всегда необратимы. Квазистатические, т. е. обрати¬ 
мые процессы, лежащие в основе классической теории, в сущ¬ 
ности представляют собой довольно сложные предельные 
конструкции. 

Проанализируем, например, квазистатический процесс об¬ 
ратимого теплообмена [93], когда дана составная система, 
состоящая из двух изолированных подсистем, с постоянным 
объемом и составом. Примем, что температуры подсистем 
очень близки: V !>. Т". После удаления адиабатической пе¬ 
регородки между системами протекает реальный термоди¬ 
намический процесс, сопровождаемый возрастанием эн¬ 
тропии: 

аз = аз' + аз" = лѵ п = - ф-) аѵ' > о. 

(1.41) 


Отсюда, имея в виду, что Т' ^ Т", следует йѴ < 0. Это озна¬ 
чает, что энергия передается от системы с более высокой 
температурой к системе с более низкой температурой. Пере¬ 
данная энергия равна теплу 6(?: 


(4І/Ѵ, н 
т 



(1.42) 


На основе критерия устойчивости (разд. 1.6) можно пока¬ 
зать, что температура является неубывающей функцией энер¬ 
гии: 


(ИХ.» 


> 0 . 


(1.43) 


По определению теплоемкость при постоянном объеме равна 



(1.44) 


Здесь температура рассматривается как независимая пере¬ 
менная. При этом предполагается, что уравнение Т = 
— (дЗ/дСТ)- 1 может быть разрешено относительно V = и(Т). 

В дальнейшем нам потребуется еще понятие теплового ре¬ 
зервуара. По определению это система, размеры которой 
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можно рассматривать как бесконечно большие по сравнению 
с размерами исследуемой системы. При этом экстенсивные 
параметры теплового резервуара, в частности I!к и стре¬ 
мятся к бесконечности, но так, что д5р/ді/ к — Тр 1 = сопзі. 
Точнее тепловой резервуар характеризуется единственным 
параметром — постоянной температурой, на которую не 
влияет теплообмен с рассматриваемыми системами. 

Рассмотрим сначала процесс, при котором конечная си¬ 
стема с температурой Т „ приводится в контакт с термостатом 
с температурой Т к . В этом случае полное изменение энтропии 

г к с і Г к 

Д5 = ^ -X ат —— ^ СуЛТ. (1.45) 


Здесь С ѵ — теплоемкость системы, первый член описывает 
изменение энтропии системы, а второй — резервуара. Изме¬ 
нение энтропии резервуара принимается (в соответствии 
с (1.42) и условием 7' № = соп5І) пропорциональным коли¬ 
честву переданной системе тепловой энергии: 

АЗ к = Аи к /Т к =-А(1/Т к . 

Пусть теперь исходное и конечное состояния системы 
остаются теми же, но процесс подразделяется на п этапов, 
причем последовательно осуществляется контакт с п резер¬ 
вуарами с температурами Тк, к = 1. п, где 

Т к = Т н + к(Т К -Т н Уп, к = 1. п. (1.46) 


Контакт с резервуаром с температурой Т к осуществляется 
только после того, как система достигла равновесия при тем¬ 
пературе Тк- 1 . Полное изменение энтропии теперь равно 




(1.47) 


Следовательно, в пределе п->оо процесс обратим: 

1ітД5<«> = 0. (1.48) 

П~>оо 


Здесь не рассматривается одна более специальная, но 
важная и интересная область термостатики — теория фазо¬ 
вых переходов 1 ). Фазовые переходы, которые являются об¬ 
общением понятия смены агрегатного состояния, характери¬ 
зуются тем, что при плавном изменении термодинамических 


') В качестве введения можно рекомендовать книгу [108*]; строгое 
математическое рассмотрение этого круга вопросов можно найти в книге 
[109*]. — Прим, перев. 
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параметров равновесной системы изменение некоторых ее 
макроскопических свойств происходит скачком (переход из 
одной фазы в другую). В соответствии с классификацией 
Эренфеста (1933 г.) род фазового перехода определяется по¬ 
рядком наинизших производных термодинамического потен¬ 
циала, которые изменяются скачком: если в точке перехода 
разрывны первые производные, говорят о фазовом переходе 
первого рода, если первые производные меняются непре¬ 
рывно, а разрывны вторые производные (чаще всего они об¬ 
ращаются в бесконечность), говорят о фазовом переходе вто¬ 
рого рода и т. д.'). При фазовом переходе число координат 
состояния и их физический смысл могут меняться. 

Феноменологическая теория фазовых переходов второго 
рода развита Л. Ландау (1937 г.) [17]. Основная ее идея 
состоит в том, что низкотемпературная «упорядоченная» фаза 
характеризуется специальным параметром порядка Я, кото¬ 
рый исчезает в точке фазового перехода и тождественно равен 
нулю в высокотемпературной «неупорядоченной» фазе. Раз¬ 
лагая термодинамический потенциал 2(Я) в окрестности 
точки фазового перехода в ряд по степеням Я и используя 
условие равновесия 62Г(Я) = 0, можно получить уравнение 
для определения параметра порядка Я. 

Вопрос об экспериментальном обнаружении аномального 
поведения термодинамических характеристик в непосред¬ 
ственной окрестности точки фазового перехода — так назы¬ 
ваемые критические явления — не может быть адекватно рас¬ 
смотрен в рамках феноменологической термодинамики. Глу¬ 
бокая природа фазовых переходов и критических явлений 
раскрывается в рамках микроскопической теории 2 ). 


1.5. Математические проблемы аксиоматики 

Известен ряд современных попыток аксиоматического по¬ 
строения термодинамики, ставящих перед собой в качестве 
цели максимально корректную формулировку и обобщение 
как основных принципов, так и всех дополнительных пред¬ 
положений, которые необходимы для вывода термодинами¬ 
ческих соотношений. 

Прямое развитие идей Каратеодори, ведущее к их «пол¬ 
ной геометризации», содержится в построении Ландсберга 
[65]. Кроме уточненных формулировок определений и аксиом, 
здесь предлагается новый способ включения в аксиоматику 
третьего начала термодинамики. Оно сформулировано через 


в КН 


*) Обсуждение степени корректности этой классификации 
иге [108*1. — Прим, перев. 

*) См., например, книги [ПО*, 111*]. — Прим, перев. 
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топологические свойства множества всех адиабатически свя¬ 
занных состояний системы. Другую систему аксиом, обоб¬ 
щающую теорию Каратеодори на случай неравновесных про¬ 
цессов, предложил Дьярмати [57]. 

Фальк и Юнг [50] отметили, что классические методы по¬ 
строения термодинамики (в том числе и подход Каратеодори) 
не отвечают строгим требованиям, которые можно предъ¬ 
явить к аксиоматической теории. Они предлагают новый путь 
исследования формально-логических основ термодинамики, 
при котором множество состояний первоначально не наде¬ 
ляется никакими континуальными свойствами, а процессы 
рассматриваются как упорядоченные пары состояний. Струк¬ 
тура этих множеств вводится с помощью указания того, яв¬ 
ляется ли процесс возможным или нет при определенном 
взаимодействии («энергетическая» или «адиабатическая» 
изоляция). Похожий максимально формализованный подход 
был развит Гайлсом [54]. Автор ставил перед собой цель 
полностью отделить математическую структуру от физиче¬ 
ской интерпретации. В этом аспекте термодинамика строится 
как чисто математическая теория, которая исходит из трех 
первичных понятий: состояние (обозначается через а, Ь, ...), 
операция (аддитивная и коммутативная) композиции двух 
состояний (а -[- Ъ) и парное отношение (-*-), которое интер¬ 
претируется как существование естественного процесса пе¬ 
рехода из состояния а в состояние Ь (а ->-&). Недавно 
(1979 г.) энтропийное представление термодинамики, данное 
Гайлсом, было развито Бауэрсом [34] на случай других 
представлений, которые позволяют прямо описывать откры¬ 
тые системы (с помощью обобщенных функций Масье). 

Для полноты отметим, что объединение принципов спе¬ 
циальной теории относительности и термодинамики, осуществ¬ 
ленное впервые Р. Толменом, привело к построению реля¬ 
тивистской равновесной термодинамики [98]. Роль симметрии 
пространства-времени в аксиоматическом подходе к реля¬ 
тивистской термодинамике рассмотрел Гайлс [54]. 

Существует ряд альтернативных подходов к дедуктив¬ 
ному построению любой теории. Если исходить только из об¬ 
щепринятых формальных критериев оценки системы аксиом, 
таких, как полнота, непротиворечивость, необходимость и до¬ 
статочность и т. д., то аксиоматизация термодинамики не 
создавала бы серьезных проблем — все необходимое можно 
постулировать. Однако построение физической теории в виде 
дедуктивной системы кроме формальной строгости преследует 
и другие цели. В своем анализе аксиоматики в физике Тисса 
[94] подчеркнул два существенных момента. Во-первых, эф¬ 
фективное наведение порядка в хаосе эмпирических фактов 
порождает проблему выбора подходящих основных понятий. 
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которые обладали бы высокой степенью абстракции. В этой 
связи отметим, что термодинамика оперирует первоначаль¬ 
ными понятиями, которые в свою очередь непосредственно 
выводятся из понятий другой «более фундаментальной» фи¬ 
зической теории. Их точный смысл определяется только в рам¬ 
ках всей построенной дедуктивной системы в целом. Во-вто¬ 
рых, необходимо, чтобы была установлена ясная связь ме¬ 
жду основными допущениями и экспериментально проверяе¬ 
мыми предсказаниями. В этом отношении аксиоматическая 
формулировка не только раскрывает точное содержание тео¬ 
рии, но и облегчает приспособление базиса теории к расши¬ 
ряющейся области познания. 

Накопленный опыт в разработке основ термодинамики по¬ 
казывает, что на данном этапе более целесообразно построе¬ 
ние дополняющих друг друга дедуктивных теорий, каждая 
из которых решает отдельный аспект проблемы. Часть основ¬ 
ных усилий направлена на корректный вывод энтропии из 
второго начала термодинамики, другая часть — на вывод 
строгих следствий из постулатов о существовании энтропии 
и ее свойств. Первое направление следует традиции построе¬ 
ния термодинамики, восходящей к Клаузиусу — Кельвину — 
Каратеодори (разд. 1.3). Нетривиальные математические 
проблемы, которые возникают на этом пути, являются основ¬ 
ным предметом обсуждения ниже. Второе направление раз¬ 
вивается в духе термодинамики Гиббса. Примером аксио¬ 
матической теории этого типа является термодинамика рав¬ 
новесия Тиссы [93], которая рассматривается в разд. 1.6. 

Главная задача первого направления в аксиоматике тер¬ 
модинамики— установление 1) существования эмпирической 
энтропии; 2) существование интегрирующего множителя для 
6С?. Для ее разрешения развиваются подходы, которые с 
точки зрения применения общих математических теорий мо¬ 
гут быть кратко охарактеризованы как алгебраический и 
топологический. 

При рассмотрении идеи упорядочения состояний термо¬ 
динамической системы с помощью отношения адиабатической 
достижимости (алгебраический подход) исходят из первона¬ 
чальных понятий о состоянии и адиабатическом процессе. По¬ 
следнее формально означает существование бинарного отно¬ 
шения Г на множестве состояний системы: если адиаба¬ 
тический переход из состояния а в состояние Ь возможен, 
пишут аРб 168]. Физическая интерпретация подсказывает, 
что естественно предположить выполнение следующих 
свойств отношения Р: 

1) рефлексивности: (Ѵа)(ае?=> о.Ца). 

2) транзитивности: ( Ѵа, Ъ, с) (а, Ь, се? и аКб и бРс=#> 
=^аРс). Таким способом на множестве Р 7 вводится частичное 
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предупорядочен-ие состояний.. Если в 9* не существует адиа¬ 
батически изолированных состояний (т. е. адиабатические 
переходы возможны между любыми двумя состояниями а 
и Ь по крайней мере в одном направлении), то справедливо 
свойство 

3) связности (или сравнимости): ( Ѵа,Ь)(а , 6 

либо аЦЬ, либо Ы^а или оба вместе), которое превращает 
множество из частично предупорядоченного в линейно- 
предупорядоченное. Для превращения предупорядочения в 
упорядочение необходимо, чтобы множество 9 1 было разбито 
на классы эквивалентности, причем к каждому классу сле¬ 
дует отнести все взаимно адиабатически связанные состоя¬ 
ния. С этой целью определяют парное отношение а~6^=>- 
-^=>{а'ЯЪ и ЬЯа), которое, очевидно, обладает свойствами 
рефлексивности, транзитивности и симметричности (а ~ Ь=> 
=^6~а), т. е. является отношением эквивалентности. Каж¬ 
дому состоянию ае? 1 соответствует класс эквивалентности 

: а'~а}. (1.49) 

Эти классы обладают следующими свойствами [68]: 

I. 68?^^ = ?,,, 

п. ьш<е а =>ъ ь п^а = 0, 

III. 9’ = ЪА 

IV. Если аЦЬ, то (а 7 Ь' е а'ЦЬ'). 

Отношение К между состояниями порождает отношение р 
между классами: 

р<Ѵ ь , (160) 

которое кроме свойств 1—3 обладает (в отличие от К) и свой¬ 
ством 

4) антисимметричности: С&ар&ь и 'ё’ьр'ё’а) 

Отношение р превращает множество классов эквива¬ 
лентности в линейно-упорядоченное множество, или цепь. Та 
же структура имеется и у множества действительных чисел, 
в котором задано отношение Это обстоятельство наводит 
на мысль о том [36, 66], что при известных предположениях 
каждому классу & а е Г можно поставить в соответствие дей¬ 
ствительное число гтак что 

(ФаР&ь И не ЪьР&а) => Л («?„) < 1] («у. (1.51) 

Такая функция ц: Р, очевидно, представляет собой 

эмпирическую энтропию, определенную в разд 1.3. 

Замечательно, что таким путем можно ввести понятие 
(эмпирической) энтропии даже без упоминания о работе, 
"Теплоте (если только не использовать ее для определения 
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адиабатического процесса), температуре и фазовом простран¬ 
стве. Второе начало термодинамики при этом также не ис¬ 
пользуется. 

Необходимые дополнительные предположения для суще¬ 
ствования функции ц в (1.51) содержатся в условиях извест¬ 
ной математической теоремы, согласно которой цепь изо¬ 
морфна подцепи действительных чисел тогда и только тогда, 
когда содержит счетное подмножество 7", плотное в смыс¬ 
ле упорядочения в . Последнее означает, что если 92 а и 
<въ — два произвольных класса, которые не содержатся в ‘7"' 
и і&аР&ь), то в существует такой элемент ф Фа, Ф’ь, 

ЧТО ФарФфФь- 

В силу этой теоремы существование эмпирической энтро¬ 
пии следует без дополнительных допущений только в том 
случае, когда множество классов эквивалентности счетно 
,166]. Но в этом случае нельзя доказать существование тер¬ 
модинамической энтропии (т. е. существование интегрирую¬ 
щего множителя для 6<3), так как это требует, чтобы об¬ 
ласть значений ц была континуумом. Кроме того, подцепь 
реальных чисел, в которой лежат значения ц, может иметь 
лакуны (щели), т. е. для некоторого ф а и для всех Фь Ф Фа, 
таких, что Ф а рФ ь , могут существовать ті (Фь) ^ По + е > 
> По ^ ц(Фа), где е > 0. Непрерывность эмпирической эн¬ 
тропии требует новых гипотез. 

Короче говоря, если исходить только из упорядочения, ко¬ 
торое вносит отношение адиабатической достижимости, то 
трудность состоит в переходе от классов эквивалентности 
к непрерывной эмпирической энтропии и от нее к существо¬ 
ванию интегрирующего множителя для 6<3- 

Один из подходов к проблеме непрерывности следует 
пути, выбранному еще Каратеодори. Он состоит в привлече¬ 
нии к проблеме непрерывности содержания первого начала 
термодинамики и постулирования необходимых свойств вну¬ 
тренней энергии. Как уже отмечалось в разд. 1.3, если в ев¬ 
клидовом пространстве состояний в качестве недеформацион¬ 
ной координаты выбрать внутреннюю энергию (с необходи¬ 
мыми свойствами непрерывности) и использовать аксиому об 
адиабатической недостижимости Каратеодори, то можно вы¬ 
вести существование непрерывной эмпирической энтропии 
[37]. 

Логически более последователен подход, при котором для 
вывода энтропии не используется первое начало термодина¬ 
мики. 

Для того чтобы сформулировать аксиому об адиабатиче¬ 
ской недостижимости, пространство состояний 9 1 необходимо 
наделить топологической структурой. Можно принять сле¬ 
дующий постулат [44]. 
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(С1) Пространство состояний 9 1 есть сепарабельное топо¬ 
логическое пространство. 

Сепарабельность 9 1 обеспечивается существованием счет¬ 
ного подмножества, плотного в ТГ. 

Купер [44] приводит следующий пример, который пока¬ 
зывает, что аксиома Каратеодори недостаточна для суще¬ 
ствования эмпирической энтропии даже в простейшем случае 
евклидова фазового пространства. Пусть 9 1 —евклидова пло¬ 
скость Р 2 , т. е. пусть состояние системы представляет собой 
упорядоченные пары действительных чисел ( х , у) и пусть в 
9> — {(х, (/)еК ! } введена естественная топология, индуциро¬ 
ванная евклидовой метрикой. Допустим, что соответствующее 
отношение К вводит в Р 2 лексикографическое упорядочение, 
т. е. пусть (х\, уі)Я{х 2 , у 2 ) означает, что либо у\ < у 2 , либо 
у\ = у 2> х\ ^ х 2 . Тогда отношение К тривиальным образом 
удовлетворяет аксиоме Каратеодори: в любой окрестности 
произвольного состояния (х, у) существует состояние (х,у'), 
у' <. у, которое недостижимо из (х, у). Допустим теперь, что 
для отношения К существует эмпирическая энтропия г \(х, у). 
Для каждого у можно определить пг (у) = іпР г\(х, у). М(у) = 

X 65 К 

*-»зир п (лг, у). Очевидно, что пг(у) < М(у), и если у х < у 2 , 

то М{уі)<.т{у 2 ) (в соответствии с определением эмпири¬ 
ческой энтропии для отношения К)- Так как открытые ин¬ 
тервалы (т(у ), М{у)) на вещественной оси непусты и не 
пересекаются друг с другом, то их может быть не более чем 
счетное число. С другой стороны, у принимает континуум 
значений в Р. Полученное противоречие показывает, что для 
определенного таким образом отношения К не существует 
эмпирической энтропии. 

Таким образом, необходимо свойство непрерывности, ко¬ 
торое связывало бы топологическую структуру в 9 1 с пред- 
упорядоЧением К, которое уже определено в 9\ Такое свой¬ 
ство задается следующей аксиомой [44]: 

(С2) Если (аЦЬ и не ЬЯа), то существуют окрестности 
Л а э а и А ь э 6, такие, что если с т А а , то (сК6 и не &Кс), 
и если геАб, то (аКс и не сЯа). 

Сделанные выше допущения позволяют доказать следую¬ 
щую теорему: 

Теорема 1 [44]. Если выполнены аксиомы 1—3, (С1) и 
(С2), то для отношения К существует непрерывная эмпири¬ 
ческая энтропия. 

Основные моменты доказательства сводятся к следую¬ 
щему. Построим сначала цепь ТГ классов эквивалентности. 
Введем в у топологию интервалов. В этой топологии база 
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открытых множеств задается подмножествами одного из сле¬ 
дующих видов: 

(Ф а , Ф ь ) = {У,бГ: (Ф а рФ 3 и не Ф 3 рФ а ) и (Ф 3 рФ ь и не Ф ь рФ*)}, 
(- 9а) = {% е= Г : (^р^ а и не ^ а р<^)}, 

(«’а. ->) = {^,е!Г и не Ф зР Ф а )}. 

Таким образом, превращается в хаусдорфово простран¬ 
ство с этой топологией 1 ). Определим функцию ф: 
которая сохраняет упорядочение. С помощью аксиомы (С2) 
устанавливается непрерывность ф в топологии, задаваемой 
интервалами. Так как 9 1 сепарабельно, то существует после¬ 
довательность {5 п }е^, плотная в 9?. Отображения этих то¬ 
чек Фп — ^і^п), п — 1, 2, ..., образуют линейно-упорядочен¬ 
ное счетное множество, и, очевидно, существует сохраняю¬ 
щее упорядочение отображение множества {<?>„} в подмно¬ 
жество рациональных чисел. Последнее отображение обозна¬ 
чим через и и для каждого ф а е определим 

и(Ф а ) = 5 ир{и(Ф п ):Ф п рФ а ). (1-52) 

Если (Ф а рФь и не ФьрФа), то и и(Ф а )^и(Фь)‘, когда ф а и 
Фь — члены последовательности {Фп}, неравенство строгое. 
В общем может случиться, что для некоторых ф а и Ф ь 

(Ф а рФь и не Ф ь рФ а ) =>■ и (Ф а ) = и (Ф ь ). (1.53) 

Из строгого упорядочения образов иЦф п ) следует, что в 
интервале (Ф а , Фь) = {Фз е 9~ :(Ф а рФз и не Ф 3 рф а ) и 
ФзрФь} может содержаться не более одного элемента из 
{Ф п }; пусть это элемент Ф п -. Используя плотность последо¬ 
вательности {Фп}, получаем, что интервал (Ф а , Ф п г ) должен 
быть пустым, а это означает, что множества 

{з^9 , 'Ф а рФ и не Ф 3 рФ а ), 

(«б? 1 : Ф 6 рФ п и не Фп'рФз) 

являются непересекающимися открытыми множествами, кото¬ 
рые вместе покрывают 9 1 . Это возможно только в том случае, 
если 9? несвязано (в топологическом смысле) и ф а — наимень¬ 
шая верхняя граница классов эквивалентности, соответствую¬ 
щих одной компоненте 9 Так как каждая компонента — от¬ 
крытое множество, а каждое открытое множество содержит 
элемент из { Ф п }, то 9* может иметь не более чем счетное число 
компонент. Следовательно, множество классов для 

которых выполнено (1.53), не более чем счетно. Если каждо- 


■) Иными словами, топологическое пространство ЗГ отделимо. — Прим, 
пере в. 
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му такому Я? е 9~' поставить в соответствие положительное 
число г„ так, чтобы Хл г п < 00 . т0 функция 

О (Ѵ а ) = « (*„) + 2 К : Кр К и не КрК}. (1 -54) 

п 

определенная для любого с ё а е 9Г, является строго монотонно 
возрастающей. Остается только показать, что отображение 
9Г —*- Р можно выбрать непрерывным и сохраняющим упо¬ 
рядочение [44]. 

Проблемы, которые возникают при развитии этого под¬ 
хода, связаны с тем обстоятельством, что непрерывная эмпи¬ 
рическая энтропия г) не является с необходимостью диффе¬ 
ренцируемой, причем неочевидно, как ее сделать такой. 
В традиционной трактовке второго начала термодинамики на¬ 
кладываются условия интегрируемости пфаффовой формы 
для 6(2, которые приводят к множеству интегральных по¬ 
верхностей для уравнения 6С2 = 0. Здесь проблема состоит 
в выборе дополнительных условий, которые, с одной стороны, 
были бы достаточно сильными, чтобы обеспечить существо¬ 
вание желаемых подмногообразий состояний с постоянной 
энтропией, а с другой — были бы достаточно слабыми, чтобы 
не сделать излишним предыдущее рассмотрение. 

Эмпирическая энтропия — первичное понятие по отноше¬ 
нию к термодинамической энтропии; последняя должна об¬ 
ладать и свойствами аддитивности. Аддитивность энтропии 
можно установить только при наличии ряда дополнительных 
предположений о взаимодействии между термодинамически¬ 
ми системами. Представление об этих предположениях дает 
система аксиом Купера [44]. 

Предварительно нам необходимы некоторые дополнитель¬ 
ные определения об изоморфизме и композиции термодина¬ 
мических систем. Системы Еі и Ег называют изоморфными, 
если существует взаимно однозначное отображение фазового 
пространства 9 > і (системы Еі) на фазовое пространство 9*2 
(системы Ег), которое является гомоморфизмом, сохраняю¬ 
щим все термодинамические соотношения. Вначале требуется 
только сохранение отношения К- 

Система Е называется композицией систем Еі .Е„ и 

обозначается через Е = {Еі, ..., Е„}, если существует гомо¬ 
морфизм фазового пространства 9* і <8> ... <8> 9* п на фазовое 
пространство системы Е, такой, что если {а ь а п } —со¬ 
стояние, соответствующее (аі, а п ), то 

а) {а,, о, г , • • •> К { й ]і • ••» а г ~\> а г , 

а г+ѵ •••> % 

б) если Е р изоморфна Е 9 , состояние, получаемое из 
(а ь ..., а р , ..., а ч , .... а„) перестановкой а р и а ч , обрати¬ 
мо достижимо из него; 
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в) если А и В являются дополнительными подмножества¬ 
ми множества {1, 2.п}, Ел— композиция {Еа ( , Ей р }, 

ки ..., к р <=А и Ев—композиция {Е* , ... Е* п }, к р+и ... 

• . ., кп €Е= В, то Е = {Ел, Ев}. 

Аддитивность энтропии можно вывести, если принять сле¬ 
дующую аксиому [44]: 

(СЗ) Существует класс элементарных систем, у которых 
фазовые пространства являются односвязными множествами. 
Этот класс содержит по меньшей мере четыре системы, изо¬ 
морфные системе Е. Композиция любых четырех элементар¬ 
ных систем существует. 

Интересно отметить, что условие композиции не менее че¬ 
тырех элементарных систем существенно для доказательства. 
Естественное на первый взгляд условие, заключающееся в 
том, что композиция любых двух термодинамических систем 
должна быть также термодинамической системой, приводит 
к теоретическим трудностям. С одной стороны, это приводит 
к бесконечной декомпозиции любой термодинамической си¬ 
стемы, а с другой — к бесконечной композиции всех термо¬ 
динамических систем. Эти трудности удается обойти с по¬ 
мощью аксиомы (СЗ). 

Теорема 2 [44]. Из предположений 1—3 и (С1) — (СЗ) 
следует, что существует функция тц определенная на про¬ 
странстве состояний всех элементарных систем, которая яв¬ 
ляется энтропией для любой системы и которая такова, что 
функция ц(йі) + ц(й 2 ) на {а ь а 2 } является энтропией для 
{Еі,Е 2 }. 

Функция г) однозначно определяется для любой системы 
через свои значения для двух произвольно выбранных со¬ 
стояний этой системы. Если эта функция так определена для 
одной системы, то она однозначно определяется для любой 
другой системы через свое значение для одного произволь¬ 
ного состояния этой системы. Любые два возможных выбора 
■>) являются линейно-связанными. 

Идея доказательства теоремы состоит в том, чтобы для 
двух произвольных состоянии до и Ь 0 абсолютную энтропию 
положить равной ц(а 0 ) = 0 и ті(&о)=К Если некоторое со¬ 
стояние (йь й 2 ) системы Е = {Еі, Е 2 } адиабатически обрати¬ 
мо связано с другим состоянием (а[, й^), то г) (й,) + -ц (й 2 ) =» 
= ц(й[) -[- ц(й').Это уравнение может быть использовано для 
определения одного неизвестного значения энтропии. Напри¬ 
мер, если (йі, йі)К(ао, Ь 0 ) и (й 0 , 6 0 )К(оі, «,), то т)(йі)=у 2 . 
Продолжая этот процесс, можно установить аддитивность эн¬ 
тропии. Метод является общим и применяется для вывода 
аддитивности произвольной величины тогда, когда она удов¬ 
летворяет закону сохранения [50], 
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Дальнейшее развитие этой теории зависит от специальных 
предположений о виде взаимодействия и энергетическом об¬ 
мене между системами, на которых мы останавливаться не 
будем. 

Рассмотрим теперь, как в принципе решается проблема 
существования интегрирующего множителя б<2. В работе Ку¬ 
пера [44] сначала доказывается существование абсолютной 
температуры, для чего используется следующая формулиров¬ 
ка второго начала термодинамики. 

Аксиома недостижимости. Если 2і и — две произволь¬ 
ные системы, которые находятся в тепловом равновесии в со¬ 
стояниях а° и а? 2 , то для составной системы {2і, Е 2 } с той 
же конфигурацией подсистем из состояния |а°, недости¬ 
жимо никакое другое состояние {ах, а 2 }. 

Эта аксиома имеет более слабую формулировку, чем 
принцип Клаузиуса, так как утверждение состоит лишь в 
том, что между двумя системами с одинаковой температурой 
не может быть теплового потока без изменения конфигура¬ 
ции. 

Теперь можно доказать, что энтропия является всегда 
вогнутой функцией внутренней энергии V и, следовательно, 
дифференцируема по 0 всюду, за исключением, может быть, 
счетного множества точек, в которых существуют производ¬ 
ные слева и справа. Эти производные зависят только от эм¬ 
пирической температуры т и являются строго монотонными 
функциями т. Обратное значение производной справа — стро¬ 
го возрастающая функция т, которая называется абсолютной 
температурой (с точностью до постоянного множителя). Она 
не зависит от природы системы, для которой определена. 

Доказательство того, что обратная абсолютная темпера¬ 
тура является интегрирующим множителем для 8(2 = 
= сШ + 6Л, требует дополнительного постулирования суще¬ 
ствования и гладкости дифференциальной формы Для рабо¬ 
ты 6Л. 

Последний результат можно получить также, используя 
существование и непрерывность эмпирической энтропии и 
корректную локальную формулировку теоремы Каратеодори 
[31, 35]. 

Локальная теорема Каратеодори [31]. Пусть 9* является 
С°°-дифференцируемым многообразием, конечномерным и без 
границы, и пусть 6(2 — не равная нигде нулю бесконечно диф¬ 
ференцируемая (т. е. С°°) линейная дифференциальная фор¬ 
ма на 9. Тогда следующие три утверждения эквиваленты: 

I. Для любого а&9 > существует окрестность А а точки а 
в 9>, такая, что любая окрестность А' а точки а в А а содер¬ 
жит точку Ь, которую нельзя связать с а кусочно-С 00 путем 
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у(()а\ а , таким, чтобы он удовлетворял 6<2{у(^)} = 0, когда 
у (і) определено. 

II. 80 АЛ(80) = 0. 

III. Для любого а е существует окрестность А а точки а 
в 9 > , такая, что сужение 6<5 { д формы 80 на А а имеет вид 

6С2 | д —Т й8, где Г и 5 являются С°°-функциями, определен- 

а 

ными на А а . 

Существует контрпример, когда утверждение I выпол¬ 
няется, а на ^ не существует С°°-функций Т и 5, такие, что 
6<2 = Тй8. 

Преимущество этого подхода состоит в том, что в этом 
случае нет необходимости в отдельном доказательстве прин¬ 
ципа возрастания энтропии, так как термодинамическая эн¬ 
тропия — строго возрастающая функция эмпирической эн¬ 
тропии. 

Наконец, перечислим основные свойства энтропии, посту¬ 
лируемые во втором аксиоматическом направлении, называе¬ 
мом гиббсовой термодинамикой [52] (см. также разд. 1.6). 

Пусть равновесные состояния системы описываются экс¬ 
тенсивными переменными (II, Х) = (Д, Х\, ..., Х п ), где Д— 
внутренняя энергия, а {ЛД —деформационные координаты 
(разд. 1.2 и 1.3). Все термодинамические свойства системы 
выводятся из свойств энтропии, которая в этих переменных 
является термодинамическим потенциалом (разд. 1.4) і 

5 = 5(Д, X). 

Основные свойства энтропии [52, 102]: 

(1) однородность 

5 (ЯД, XX) = Я5 (Д, Л"), ѴЯ е В; 


(2) монотонность по Д 

5 (Д", X) > 5 (Д', X) ^ V" > Д'; 

(3) супераддитивность 


5 (Д' + Д"> X' + X") > 5 (Д', X') + 5 (Д", X"). 


Свойство (1) выражает аддитивность энтропии, (2)—по¬ 
ложительность абсолютной температуры, а (3) —возрастание 
энтропии (изолированной системы). 

Постулирование однородности и супераддитивности энтро¬ 
пии немедленно приводит к важным следствиям. Из (3) и (1)1 
при Я = V 2 получаем 


5 ( 


V' + V" X' + X" 


)>|5(Д / , Г) + {5(Д", Х'% 


2 


2 
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т. е. 3(11, X )—вогнутая функция [— 5(11, X )—выпуклая 
функция] переменной II. Следовательно, 5(0, X) —непре¬ 
рывная и почти всюду (за исключением, может быть, счет¬ 
ного множества точек) дифференцируемая функция II. Если 
5 дважды дифференцируема, лолучаем свойство устойчиво¬ 
сти й 2 5 -сС 0. 

1.6. Макроскопическая термодинамика равновесия Тиссы 

Термодинамика, основанная на постулатах, которую Тисса 
[93] построил в духе термодинамики Гиббса, названа им 
макроскопической термодинамикой равновесия (МТР). Наи¬ 
более характерным для этой дедуктивной системы является 
то, что понятия внутренней энергии и энтропии принимаются 
в качестве первичных. Приведем основные положения МРТ, 
следуя в своем изложении работе [93]. 

1.6.1. Определения и постулаты 

А. О независимых переменных в термостатике (0 А і) 
Простой термодинамической системой называют конечную 
область в пространстве, определенную с помощью множества 
переменных Х\, ..., Х г +\, где Хі — физические величины, пе¬ 
речисленные в постулате (П АЗ ). 

(0 А2 ) Составной системой называют объединение про¬ 
странственно разделенных простых систем, называемых под¬ 
системами; его можно получить либо объединением отдельных 
систем, либо разделением одной системы. Переменные под¬ 
систем обозначаются верхним индексом: Х\ а) , а = 1, 2, ... . 
Множество величин {Дг а> } определяет состояние составной 
системы. Геометрически оно представляется точкой в М-мер- 
ном векторном пространстве переменных Х\ а) > і= 1, ... 
..., г+ 1, а = 1, 2, ... . 

(0 АЗ ) Переносимой величиной Х? ь называют то коли¬ 
чество переменной Хі, которое передается от подсистемы (а) 
подсистеме ( Ъ) в течение фиксированного произвольным об¬ 
разом интервала времени. Такой перенос называется термо¬ 
динамическим процессом. 

(П А і) Постулат сохранения. Величины, представляемые 
переменными Хі,. сохраняются; они удовлетворяют уравне¬ 
ниям непрерывности 

АХ\ а) + % Х1 Ь = 0, / = 1. г+1, ( 1 . 55 ) 

ь 


*) Используются обозначения: О — определение, П — постулат, С — 
следствие. 
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где АХ[ а) — результирующее возрастание Хі в системе (а), 
а суммирование проводится по всем подсистемам, участвую¬ 
щим в обмене Хі. Как АХ^\ так и Хі соответствуют од¬ 
ному и тому же интервалу времени. 

(П А2 ) Постулат аддитивности. В любой составной системе 

Х,= ЕхР, і= 1 .Г+1. (1.56) 

а 

( 0 А 4 ) Аддитивным инвариантом называют величину, 
удовлетворяющую постулатам (П А і) и (П А2 ). 

(Оде) Стенкой (перегородкой) называют физическую си¬ 
стему, которая в идеальном случае представляет собой по¬ 
верхность, определяющую общую границу двух систем (а) 
и ( Ь ) и исключающую перенос какой-либо из величин Хі, так 
что А? ь = 0 независимо от состояния или свойств систем (а) 
и ( Ь). Для других величин Х : никаких ограничений нет. 
Стенка называется ограничивающей для Хі и неограничиваю¬ 
щей для А/. Стенки, которые охватывают всю систему пол¬ 
ностью, называются оболочками. Совокупность стенок в си¬ 
стеме называется ограничением: она соответствует пассивным 
силам, действующим на распределении аддитивных инвари¬ 
антов. 

(0 Ав ) Термодинамической операцией называют любое на¬ 
кладывание или снятие ограничений путем объединения или 
разделения систем, либо путем изменения типа стенок или 
оболочек. 

(0 А7 ) Связанными системами называют такие системы, 
для которых хотя бы одна переносимая величина Х° ь может 
быть отличной от нуля при существующих в системах огра¬ 
ничениях. В этом случае говорят, что системы связаны об¬ 
меном Хі. 

(Сді) Из (П А і) и (П А2 ) следует, что если система (а) 
находится в оболочке, ограничивающей Хі, то значение АІ а) 
постоянно во времени. Отсюда следует, что законы сохране¬ 
ния и ограничивающие оболочки накладывают на переменные 
Хі линейные условия: 

У х\ а} = = сопзі (1.67) 

Здесь сумма берется по всем подсистемам, которые окру¬ 
жены ограничивающей Хі оболочкой. Величины являют¬ 
ся инвариантами составной системы. 

Пусть у составной системы т линейно-независимых ин¬ 
вариантов §і, ..., Іт. Уравнение (1.57) может быть исполь¬ 
зовано для выражения т величин из множества всех Х ( і ] 
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через |і и остальные М — гп = / переменные Х\ а) , которые мы 
обозначим через У\, У;. 

(0 А8 ) Фиксированными переменными называют перемен¬ 
ные |і, \ т , появляющиеся в уравнениях (1.57) как ин¬ 

варианты составной системы. 

(0 А д) Свободные переменные обозначаются через Уь .., 
.... У/. В указанной области изменения {У,} они определяют 
виртуальные состояния составной системы. 

(Одю) Приращения {ДУ ( }, которые переводят систему из 
одного виртуального состояния в другое, образуют виртуаль¬ 
ный процесс (перемещение). Геометрически отношение 
Д Уі : А У 2 : ... представляет собой линию в векторном про¬ 
странстве состояний составной системы. 

(Сдг) Линейная комбинация двух виртуальных перемеще¬ 
ний также является виртуальным перемещением. Виртуаль¬ 
ные перемещения образуют линейное многообразие, которое 
задается условиями вида 

ЦДХ ( / о) = 0. (1.58) 

а 

В частном случае двух подсистем, которые связаны обме¬ 
ном Хи 

Х\ а) + Ж Ь) = Ъи (1.59) 

виртуальным перемещением является 

АУ! = А^і а) = — АХ\ Ь) = Х\ а - (1.60) 

Для физической интерпретации теории необходима явная 
интерпретация переменных, которая дается следующим по¬ 
стулатом. 

(Пдз) Переменные Х\, ..., Х г +\ интерпретируются как 
объем, внутренняя энергия и молярные количества незави¬ 
симых компонентов N і, ..., Nс ^ )■ Следовательно, г = с + 1. 

Представленная до сих пор теория не учитывает измене¬ 
ния формы системы. Из соображений удобства вначале не 
рассматриваются и изменения объема, так что совершение 

1 ) Свойство аддитивности энергии хорошо выполняется в том случае, 
если можно пренебречь дальнодействующими полями (гравитационным, 
электрическим и магнитным), а также поверхностными эффектами. В про¬ 
тивоположном случае термодинамическая теория нуждается в специаль¬ 
ном дополнительном исследовании. Молярные числа компонент аддитивны, 
но не сохраняются в случае химических реакций. Последняя проблема мо¬ 
жет быть легко разрешена, если химические реакции допускают классифи¬ 
кацию на быстрые и медленные по отношению к временной шкале рас¬ 
сматриваемого эксперимента. Тогда можно считать, что быстрые реакции 
достигли химического равновесия, а развитием медленных реакций можно 
пренебречь. Это обстоятельство накладывает существенные ограничения 
на область применимости термодинамической теории. 


3 Зак. бое 
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макроскопической работы системой или над ней временно 
исключается. 

(П А4 ) Существуют следующие виды жестких (сохраняю¬ 
щих объем и форму) стенок и оболочек: непроницаемые, ко¬ 
торые ограничивают поток вещества; полупроницаемые, кото¬ 
рые ограничивают потоки некоторых химических веществ, но 
не ограничивают поток энергии; проницаемые, которые не 
ограничивают потоки как вещества, так н энергии; адиабати¬ 
ческие, ограничивающие потоки вещества и энергии; диатер¬ 
мические, ограничивающие поток вещества и не ограничи¬ 
вающие поток энергии. 

(0 АІ1 ) Системы называют: изолированными — если они 
находятся в полностью ограничивающей оболочке; замкну¬ 
тыми— если они находятся в непроницаемой оболочке; от¬ 
крытыми — если обмен вещества не исключен непроницаемой 
оболочкой. 

(Оді 2 ) Теплотой называют связанную с энергией величи¬ 
ну, которая передается через жесткую диатермическую стенку 
(без совершения работы): 

<Э Ьа = и Ьа ( 1 . 61 ) 

Б. Определения и постулаты для равновесия и энтропии. 

(Пбі) Принцип максимума энтропии (для составных систем). 
Изолированные составные системы стремятся к асимптоти¬ 
ческому статическому состоянию, называемому термодинами¬ 
ческим равновесием, в котором свободные переменные при¬ 
нимают постоянные значения, определяемые Как решения за¬ 
дачи на экстремум. Функция, достигающая экстремума, 
строится таким образом, что каждой простой системе при¬ 
писывается функция энтропии (или фундаментальное урав¬ 
нение) 

5 <а> = 5 <а1 {Х\ а \ .... Х'% і). (1.62) 

которая является непрерывной однородной функцией первого 
порядка с непрерывными первыми и кусочно-непрерывными 
вторыми производными. Фундаментальное уравнение для со¬ 
ставной системы имеет вид 

5 (іи ...,и) = тах{25 (а) и'і а) , .... Х?Щ. (1. 6 3) 

Состояния сравнения в этой задаче на максимум — виртуаль¬ 
ные состояния, определяемые свободными переменными 

У., .... У}. 

Допустим теперь, что задача на максимум имеет един¬ 
ственное решение. В действительности могут существовать 
несколько решений, которые связаны между собой опреде¬ 
ленной операцией симметрии. 
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(Сбі) Пусть Уь ?, — множество значений свободных 
переменных, при которых достигается максимум в (1.63). 
Согласно (1.63), они являются функциями Используя 
(1.57), получаем значения' величин Х [ і ] — Х\ к \ соответствую¬ 
щих фиксированным значениям {У,} и {!*}. Тогда 

5 (іь .. •, Ът) = Е 5 (а > (х[ а) . ХІІ і). (1.64) 

а 

Члены этой суммы — это значения энтропии, приписываемые 
каждой подсистеме только в случае равновесия. Следова¬ 
тельно, в состоянии равновесия энтропия составной системы 
аддитивна. 

(Сб 2 ) Пусть 5 Н — энтропия составной системы в равнове¬ 
сии. Рассмотрим термодинамическую операцию, при которой 
снимаются некоторые из внутренних ограничений, наложен¬ 
ных на систему. Это приводит к расширению многообразия 
виртуальных состояний. С увеличением множества состояний 
сравнения максимум в (1.63) либо остается таким же, либо 
возрастает. Следовательно, для энтропии 5 К конечного со¬ 
стояния (с ослабленными ограничениями) имеем 

5 К > 5 Н или 5 К = 5 Н . (1.65) 

При 5 К > 5 Н ослабление ограничений вызывает процесс 
перераспределения аддитивных инвариантов, т. е. приводит 
к новому равновесию. Этот процесс сопровождается возра¬ 
станием энтропии: 

05 = 5к- 5 н . (1.66) 

Здесь символ О обозначает реальное изменение в отличие от 
виртуальных изменений, обозначаемых через А. Наложение 
ограничений на равновесную систему сохраняет распределе¬ 
ние величин X, и, следовательно, оставляет энтропию 5 без 
изменения. При 5 К = 5 Н ослабление ограничений вообще не 
приводит ни к какому процессу. 

(Обі) Необратимой операцией называется снятие ограни¬ 
чений, которое приводит к возрастанию энтропии: 05 = 
= 5 К — 5 Н > 0. Величина ее изменения называется мерой не¬ 
обратимости. 

(Овг) Обратимой операцией называется наложение огра¬ 
ничений в состоянии равновесия или их снятие, которые не 
приводят к возрастанию энтропии. 

(Обз) Путем называется последовательность операций и 
процессов, в результате которой система переходит из на¬ 
чального в конечное состояние. 

Операция осуществляется только после достижения рав¬ 
новесия на предыдущем шаге. Полная мера необратимости 

з* 
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в случае п шагов равна 

(1.67) 

А = 1 

В общем случае начальное и конечное состояния не опре¬ 
деляют однозначно путь. В частности, увеличение числа ша¬ 
гов может привести к уменьшению меры необратимости 
(1.67). Путь называется обратимым (разд. 1.4), если 

Пт V 051*) =0. (1.68) 

П со # — 1 

(Об 4 ) Пространством Гиббса, ассоциированным с простой 
системой, называют (г + 2)-мерное пространство переменных 
5, Х\, .... Х г + 1 . Пространством Гиббса составной системы 
является тогда прямое произведение пространств Гиббса ее 
подсистем. 

(Обб) Экстенсивные переменные пропорциональны разме¬ 
ру системы. Первоначально это аддитивные инварианты и эн¬ 
тропия. 

В. Определения и постулаты о температуре. (0 В і) Тем¬ 
пература определяется выражением 



(П В і) Область значений температуры 0 < 7 < оо. Нуль 
и бесконечность допустимы в качестве пределов. 

(Пвг) Для любой термодинамической системы в равнове¬ 
сии ') 

11т 5 = 0. (1.70) 

г-»о 

(П вз ) Внутренняя энергия ограничена снизу; эта граница 
достигается при 7 = 0. 

Г. Определения и постулаты о фазовом равновесии. (Пп) 
Фазовый постулат: структурными элементами для построения 
простой системы в равновесии являются пространственно од¬ 
нородные формы материи, называемые фазами. Система с 
данным составом может существовать в виде разных фаз, 
каждая из которых определяется функцией энтропии соот¬ 
ветствующей фазы либо примитивным фундаментальным 
уравнением 

5 (а) = 5 (а) (ЛГ\ а) , ..., Хг+г, Д а) , А ( 2 а) , ...), (1.71) 


1 ) С точностью до систем с бесконечно вырожденным основным со¬ 
стоянием, для которых остаточная энтропия отлична от нуля. — Прим, пе- 
рев. 
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которое выражает энтропию фазы (сс) в виде непрерывной, 
однородной функции первого порядка от аддитивных инва¬ 
риантов, обладающей непрерывными высшими производными 
по этим переменным. Функции (1.71) определяют (г+1)- 
мерные гиперповерхности, называемые примитивными или фа¬ 
зовыми поверхностями в пространстве Гиббса. Каждая функ¬ 
ция определена в некоторой характерной области аддитив¬ 
ных инвариантов (точнее плотностей, определенных в (Огг)). 
В некоторых случаях эти функции также зависят от квази- 

термодинамических параметров % 1 , .Они вводятся для 

однородных состояний вещества с одинаковой плотностью, 
которые отличаются своими внутренними свойствами симмет¬ 
рии. Множество всех примитивных поверхностей содержит 
всю термодинамическую информацию о системе заданного 
состава. 

(Орі) Масштабным фактором называется аддитивный ин¬ 
вариант, например Х г+І> выделенный для определения раз¬ 
мера системы. Обычно в качестве масштабного фактора вы¬ 
бирают объем Х г +\ = V. 

(Огг) Плотностями называют величины 

х\ а) = Х[ а) / Х^и 1.г, 

5 (а > = § (0) /^і. (1.72) 

где Хг+і = И 0) . Характерные свойства данной фазы, не за¬ 
висящие от размера, представляются г-мерной примитивной 
поверхностью 

5 <“> = 5 <“ ) (У“ ) .*<“>; Я<°>, 4“>, ...). (1 73) 

Пространство переменных (1-72) также называется ((г-Ка¬ 
мерным) пространством Гиббса. 

(Огз) Модификациями 1 ) одной фазы называются равно¬ 
весные состояния, которые соответствуют различным обла¬ 
стям поверхности (1.71), в частности некоторые области мо¬ 
гут сжиматься в отдельные точки. Две модификации отли¬ 
чаются, если они имеют разные плотности или различаются 
параметрами %. Например, жидкость и пар являются двумя 
модификациями текучей фазы. Правый и левый кварц имеют 
одинаковую плотность, но различаются параметрами К (т. е. 
симметрией). 

(Ощ) Виртуальное гетерогенное пространственно-неодно¬ 
родное состояние получается путем декомпозиции простой 
изолированной системы на отдельные объемные элементы с 

*) Часто термины «фаза» и «модификация фазы» используют как си¬ 
нонимы. 
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соблюдением (П А і) и (П А г): 

%Х? ] = Хг, 1=1, (1.74) 

в 


Каждый член суммы соответствует в обычном пространстве 
одному объемному элементу А ( Ді = Ѵ (р) , а в пространстве 
Гиббса — точке на одной из фазовых поверхностей, т. е. од¬ 
ной из модификаций соответствующей фазы. Модификации в 
отдельных объемных элементах различаются в смысле 
(Огз) ’)• 

(Прг) Принцип максимума энтропии (для гетерогенной 
системы): изолированная простая система стремится к гете¬ 
рогенному пространственно-неоднородному равновесному со¬ 
стоянию, которое определяется среди виртуальных гетероген-, 
ных состояний (ОгО задачей на экстремум 


5 (Хи .... Хг+і) = тах{1 $ <р) {Х?\ 


уф) . 

Лг+1, 






( 0 ) 


(1.75) 


Здесь состояния сравнения — виртуальные гетерогенные со¬ 
стояния (Ог 4 .) • 

(С Г і) Пусть максимум в (1.75) достигается в гетероген¬ 
ном состоянии 


X 


( 6 ) 


Т (й) • 

р Лг+ь 


Л] , 


К(Ь) 
Ао * 


1, 


Р, (1-76) 


где р — число различных модификаций, которые действитель¬ 
но реализуются в гетерогенных состояниях. Если р— 1, со¬ 
стояние вырождается в гомогенное равновесие; только р ^ 2 
соответствует гетерогенному состоянию в строгом смысле 
слова. 

Трансляционные инварианты А. не сохраняются и по ним 
проводится безусловное варьирование в (1.75). Выражение 
(1.75) для полной энтропии системы можно записать в виде 


5(Х, . Хг+,) = 


8 (к) (Х\ к \ 


у(*) . 
Аг+Ь 


К (^) 




К(к) 
Л2 > 


•)• (1.77) 


Выражения (1.75) и (1.77) определяют связь между фун¬ 
даментальным уравнением (1.62) и примитивными фунда¬ 
ментальными уравнениями (1.71). 

(Огв) Активные силы —это феноменологическое название 
суммы тех микроскопических факторов, которые вызывают 


*) На возможность существования пространственно-неоднородных пре¬ 
дельных гиббсовских распределений впервые указал Р. Л. Добрушин 
[212*]. Ему принадлежит доказательство этого факта для решеточных си¬ 
стем. — Прим, перев. 
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и поддерживают асимптотически постоянные значения сво¬ 
бодных параметров в составных и гетерогенных системах. 

(Сгг) Очевидно, что термостатический формализм не де¬ 
лает различия между двумя системами, для которых пере¬ 
менные Хі сохраняют постоянные значения под действием 
активных или пассивных сил. 

Д. Критерии устойчивости. Пусть 5 (X?, Х° г+ Л — 
точка в пространстве Гиббса (Об-О, соответствующая равно¬ 
весию простой системы, и пусть 6Х І = Х 1 — X / — виртуальное 
перемещение (Одю), приводящее к равновесию при соответ¬ 
ствующих ограничениях. Из-за введения ограничений систе¬ 
ма становится составной. Соответствующее виртуальное из¬ 
менение энтропии есть 

Д5 = 65 + у6 2 5 + ... \ (1.78) 

В самом широком смысле слова равновесие характери¬ 
зуется условием 

65 = 0, (1.79) 

которое справедливо для. любого инфинитезимального вирту¬ 
ального перемещения. 

Состояния равновесия могут быть классифицированы по 
отношению к условиям 


Д5<0, 

(1.80) 

6 2 5 < 0, 

(1.81) 

6 2 5 = 0, 

(1.82) 

6 2 5 > 0. 

(1.83) 


Введем следующие определения: 

(Оді) Равновесие соответствует случаю, когда уравнение 
(1.79) выполняется для любого (виртуального) перемещения. 

(Ода) Устойчивое равновесие соответствует случаю, когда 
выполняются условия (1.79) и (1.80) для всех перемещений. 
Устойчивое равновесие называется нормальным, если для 
всех перемещений выполняется (1.81), и критическим, если 
для некоторых перемещений выполняется (1.82). Эти переме¬ 
щения называются критическими. 

(Одз) Метастабильное равновесие соответствует случаю, 
когда условия (1.79) и (1.81) выполняются для всех переме¬ 
щений, а (1.80) не выполняется для некоторых перемещений. 

(Од4) Существенная неустойчивость соответствует случаю, 
когда (1.80) выполняется только для некоторых перемещений. 

Изложенное выше составляет постулативный базис термо¬ 
статики Тиссы. Представленный формализм, который основан 
на фундаментальном уравнении (1.62), можно назвать 
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энтропийным представлением (или энтропийной картиной) 
теории. Формально эквивалентным, но отличающимся своей 
физической интерпретацией, является энергетическое пред¬ 
ставление. 


1.6.2. Энергетическое представление 
Фундаментальное уравнение 

8 = 8(У, X» Хг +,) (1.84) 

может быть разрешено относительно энергии 

І/ = (У(5, Х 2 . Х г+ і) (1.86) 

в окрестности точки (7/ 0 , 5 0 ) при условии, что 

(-ЭТ) 0 ^° С-86) 

Наоборот, из (1.85) следует (1.84), если 

(Ш^°- < Ь87 > 

Согласно (О в і), производная в левой части (1.86) есть 
величина, обратная абсолютной температуре, т. е. 
Следовательно, нарушения однозначности энергетического 
представления можно ожидать в пределе Т-+■ оо, что не яв¬ 
ляется серьезным ограничением. С другой стороны, если 
исходить из энергетической картины (1.85), невыполнение 
условия (1.87), когда Т->0, приводит к неоднозначности 
энтропии. Эта трудность устраняется третьим законом тер¬ 
мостатики (П 32 ) • 

Изложенная процедура применима и к примитивным фун¬ 
даментальным уравнениям. 

Проведем сравнение термодинамических процессов в эн¬ 
тропийном и в энергетическом представлениях. Рассматривая 
обмен аддитивными инвариантами между двумя подсисте¬ 
мами одной составной системы, в энергетическом представ¬ 
лении для виртуальных процессов имеем 

Д5' + АЗ" = О, АХ' { + Ах" = 0 , 1 = 2 . г + 1. (1. 88 ) 

Из сравнения этих соотношений с (1.60) видно, что сохране¬ 
ние энергии заменено сохранением энтропии. Это означает, 
что процесс является обратимым. Несохранение энергии не 
является препятствием для виртуального процесса, но интуи¬ 
тивно ясно, что желательно ввести вспомогательную систему, 
которая обеспечила бы разность энергий Л ІІ' + АСІ". Чтобы 
не вносить необратимого изменения энтропии, эта система 
выбирается в виде идеализированного устройства, называв- 
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мого резервуаром работы. В реальном процессе резервуар 
работы необходим для сохранения энергетического баланса. 

При рассмотрении процессов в энтропийном представлении 
составные системы играют существенную роль, а в энергети¬ 
ческом представлении можно рассматривать и простую си¬ 
стему, связанную с резервуаром работы. 

В энергетическом представлении постулат о равновесии 
принимает форму принципа минимальной энергии (при по¬ 
стоянной энтропии). Среди виртуальных процессов теперь 
включается и вариация объема, сопровождаемая поглоще¬ 
нием виртуальной работы 

АЛ = АІІ' + АН" (1.89) 

из резервуара работы. Условия устойчивости формулируются 
по отношению к АЛ аналогично основному представлению. 

Фундаментальное уравнение (1.85) имеет следующую диф¬ 
ференциальную форму: 


Г+І 

м^ѣр.ахі, х^8, 

І “ 1 

(1.90) 

дѴ . л , , 

~ дХ, ’ г — Ь • • - , Г + 1, 

(1.91) 


— интенсивные переменные, сопряженные соответствующим 
экстенсивным переменным Х { . 

Согласно (1.91), интенсивные переменные являются функ¬ 
циями экстенсивных переменных и не зависят от размеров 
системы (т. е. они — однородные функции нулевого порядка): 

р і = р і (х і , ..х г ), (1.92) 

Эти уравнения называются обобщенными уравнениями со¬ 
стояния. 

Если в составной системе одна из переменных Х к может 
свободно передаваться (отсутствуют соответствующие огра¬ 
ничивающие стенки), условие равновесия 

6Л=2бі/<«> = 0 (1-93) 

а 

с учетом виртуального процесса 

2>Х ( б а) = 0, 6Х { і а) = 0, іфк (1.94) 

а 

приводится к следующему виду: 

Р ( А а) = соп5І (1.95) 

Следовательно, свободные экстенсивные переменные в со¬ 
стоянии равновесия принимают те значения, которые обеспе- 
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чивают равенство сопряженных интенсивных переменных во 
всех связанных частях составной системы. 

В энергетическом представлении равенство температуры во 
всей составной системе является условием равновесия по 
отношению к совершению работы в том случае, когда энтро¬ 
пия передается обратимо между подсистемами с определен¬ 
ными температурами. Таким процессом является, например, 
цикл Карно. 

По аналогии с резервуарами работы и теплоты можно 
рассматривать и другие обобщенные резервуары, характери¬ 
зующиеся только интенсивными параметрами рі, р 2 , ..., на 
значения которых не влияет обмен сопряженных величин 
с рассматриваемыми системами. Следует подчеркнуть, од¬ 
нако, что аналогия между температурой и другими интенсив¬ 
ными параметрами (например, давлением) не является пол¬ 
ной. Вообще идея формализации нетепловых взаимодействий 
в виде обмена аддитивными инвариантами сама по себе огра¬ 
ничена (см. обсуждение ниже). Это видно, например, из не¬ 
симметричности условий, накладываемых реально суще¬ 
ствующими стенками (П А4 ). 

Рассмотрим однородную фазу и разложим ее примитивное 
фундаментальное уравнение (в энергетическом представле¬ 
нии) в ряд в окрестности точки Х°, ..., Л"° +1 в пространстве 
Гиббса. Проварьируем только первые г переменных, сохра¬ 
няя масштабный фактор Х г+ \ постоянным. Выразив результат 
через плотности, получим 


и(Х^„ . . Х г ) У 1 , Р%і 2 XI и ііЛЛк ‘ " *» (1*96) 

" (, 6=1 


і - 1 


где 


1 І = Ъх 1 = — х\. 


(1.97) 



(1.98) 


' д Ри\ 
к дх і Л' 

(1.99) 

Квадратичная форма в (1.96) называется термостатиче¬ 
ской фундаментальной формой, или жесткостью, а соответ¬ 
ствующая матрица (щ*)—матрицей жесткости. Ее физиче¬ 
ский смысл виден из уравнения 

Г 

п і = Л и і)Лк> 

к = \ 


(1.100) 

где 

я* = б р і <=/>,— р]. 


(1.101) 
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Если детерминант матрицы жесткости 

й еі{и ік ) = О г (1.102) 


отличен от нуля или бесконечности, то этот случай называется 
регулярным (регулярное состояние). В регулярном случае 
преобразование Лежандра фундаментального уравнения 

Г 

ф (Рі . Рг)= Е ХіРі — и(Хі . х г ) (1.103) 

І — 1 


можно аналогичным образом разложить в ряд 

г г 

ф (Рг. • • •. Рт) = ф «+ Е х >і + т Е ф <*«л + ■■•> 

і-1 і,4 = і 


где 


и 



(1.104) 

(1.105) 

(1.106) 


Квадратичная форма в (1.104) называется восприимчиво¬ 
стью. Матрица восприимчивости Ф,* обратна матрице жестко¬ 
сти. Ее элементы могут быть определены непосредственно 
из эксперимента. 

Обозначим через ѵ* собственные значения фундаменталь¬ 
ной квадратичной формы 

Г Г 

О- 10 ?) 

і, к = 1 4 = 1 

С помощью (1.107) точки примитивной поверхности могут 
быть классифицированы следующим образом: 

а) эллиптические точки: ѵ к > 0, к = 1, ..., г; 

б) параболические точки: ѵ к ^ 0, к = \, ..., г, но хотя 
бы одно ѵ к = 0; 

в) гиперболические точки: хотя бы одно ѵ к < 0. 

Эллиптическим точкам соответствуют локально устойчи¬ 
вые состояния (нормальное равновесие), гиперболическим — 
существенно неустойчивые состояния. Вопрос об устойчиво¬ 
сти состояний, соответствующих параболическим точкам, за¬ 
висит от поведения при больших смещениях; соответствую¬ 
щие состояния называются состояниями критического рав¬ 
новесия. 

Результаты анализа условий равновесия в регулярном 
случае {В г ^= 0, оо) были обобщены Тиссой и сформулиро¬ 
ваны им как принцип термостатического детерминизма', если 
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система в регулярном состоянии находится в равновесии со 
своим окружением, интенсивные параметры окружения опре¬ 
деляют однозначно плотности системы и наоборот. 

В заключение обсудим кратко представленную аксиомати¬ 
ческую формулировку термостатики с точки зрения ее пре¬ 
имуществ, а также ограничений ее области применимости 
[93]. 

1.6.3. Обсуждение 

В аксиоматике Тиссы равновесие постулируется в сильной 
форме (Пб,) и (Пб,), Это позволяет в рамках теории сфор¬ 
мулировать практический критерий (на основе третьего на¬ 
чала термодинамики) определения уровня, на котором дости¬ 
гается равновесие. 

Принцип максимума энтропии (ср. с статистическим под¬ 
ходом в разд. 2.3) по существу утверждает, что континуум 
виртуальных состояний сужается активными силами до 
(почти) однозначно определенного макроскопического состоя¬ 
ния. В действительности наличие флуктуаций в системе по¬ 
казывает, что это представление является слишком упрощен¬ 
ным — виртуальные состояния оказываются гораздо более 
реальными (даже в равновесии), чем это обычно прини¬ 
мается в термостатике. Статическую теорию равновесия 
Тиссы и Куэя [95] мы рассмотрим в разд. 2.3. 

Согласно постулатам разд. 1.6.1, п. А, основные независи¬ 
мые переменные теории — это аддитивные инварианты (Од 4 ), 
а термодинамические процессы определяются как обмен 
этими скалярными величинами между связанными системами 
(Одз), (Од 7 ). Остановимся на условиях, при которых пере¬ 
численные в (Пдз) переменные являются действительно ад¬ 
дитивными инвариантами. 

Единственной геометрической переменной в (П АЗ ) является 
объем системы. Это означает, что в исходной теории с самого 
начала пренебрегают поверхностными эффектами, а также 
эффектами, зависящими от формы системы. Объем здесь, 
очевидно, аддитивная величина, которая играет роль мас¬ 
штабного фактора для определения размера системы. Меха¬ 
ническая связь двух жидких систем часто можно формали¬ 
зовать как «обмен объемом», но это не исчерпывает всех 
возможных видов связи. Еще Т. Афанасьева-Эренфест от¬ 
метила случай, когда две жидкие системы связаны поршнями 
с разными сечениями В' и В". Тогда для виртуального про¬ 
цесса получаем 

6Ѵ'/В' + 6Ѵ"/В" = 0, 
что приводит к условию равновесия 

В'р' = В"р". 
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Это уравнение показывает, что равенство давлений р' и р" 
в двух подсистемах имеет место только при В' — В". Приве¬ 
денный пример иллюстрирует различную роль двух интенсив¬ 
ных параметров — температуры и давления. 

Интенсивные параметры, термодинамически сопряженные' 
молярным количествам, — это химические потенциалы. В от¬ 
личие от температуры они обладают некоторыми важными 
дополнительными свойствами. Например, если в однокомпо¬ 
нентной системе в качестве масштабного фактора выбрать 
молекулярное массовое число ІѴ, то 

р = и — Г$ + рѵ, 

Ар — — 8СІТ + ѵ Ар. (1.108) 

Это означает, что химический потенциал р является не только 
интенсивным параметром, но и может играть роль термоди¬ 
намического потенциала. Его называют молярным потенциа¬ 
лом Гиббса. 

К замечанию относительно аддитивности энергии, которое 
сделано в разд. 1.6.1, п. А, можно добавить следующее: для 
достаточно малых систем (малые капли, домены и пр.) по¬ 
верхностные эффекты могут стать значительными и нарушить 
масштабную инвариантность, обусловленную постулатом об 
аддитивности. Принципиальный характер имеет нарушение 
масштабной инвариантности для размеров порядка атомных. 

Тисса отмечает, что в соответствии с обычной практикой 
фундаментальное уравнение (1.90) в энергетическом пред¬ 
ставлении дополняют членами вида ріАХі, где Хі, например, 
компоненты электрической и магнитной поляризации или тен¬ 
зор упругих деформаций. Величины р■ тогда представляют 
собой соответствующие компоненты напряженности электриче¬ 
ского и магнитного полей или тензора упругих напряжений. 
Введение этих новых переменных диктуется необходимостью 
учесть полный баланс энергии, поскольку их изменение опи¬ 
сывает совершение работы системой или над ней. Дополни¬ 
тельные переменные удовлетворяют соотношениям Максвелла 


д Рі _ д Р к 
дХ. дХ,. ’ 

к і 


( 1 . 109 ) 


но процессы, включающие в себя работу электрических, маг¬ 
нитных и упругих сил, не могут быть строго формализованы 
в виде обмена аддитивными инвариантами. Причина состоит 
в том, что указанные величины Хі удовлетворяют граничным 
условиям, которые не согласуются с простыми ограничениями 
вида (1.57). В результате уравнения равновесия (1.95) не вы- 
выполняются. Поэтому напряженности рі следует рассматри¬ 
вать как псевдоинтенсивные параметры, а сопряженные 
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величины Хі — как псевдотермодинамические переменные. Для 
правильного их учета представленная выше теория должна 
быть изменена. Аналогия с термодинамическими перемен¬ 
ными приводит к количественно точным результатам только 
при тщательно подобранных экспериментальных условиях 
[96]. Например, магнитное поле однородно во всей системе 
только при специальной геометрии образца. 

Область применимости термостатического формализма 
значительно расширяется при включении в теорию квазитер- 
модинамических переменных (Пп), которые позволяют опи¬ 
сывать фазовые переходы второго рода (см. [96]). 



2. Основы обобщенной локально-равновесной 
термодинамики 


Современное развитие макроскопической теории, описываю¬ 
щей свойства реальных тел и сред, определяется главным 
образом необходимостью выйти за рамки равновесной тер¬ 
модинамики, т. е. термостатики Огромное практическое зна¬ 
чение усилий, направленных начиная с 30-х годов XX в. на 
построение неравновесной термодинамики, очевидно: все ре¬ 
альные процессы протекают с конечной скоростью и необра¬ 
тимы. Проблемы, которые возникают в технике, транспорте 
и строительстве, задачи современной энергетики, промыш¬ 
ленности и контроля над окружающей средой, так же как 
и ряд других актуальных проблем, не могут быть эффек¬ 
тивно решены без общей теории процессов в сплошных 
средах. Важным звеном в этой теории является полевая не¬ 
равновесная термодинамика, или, как часто ее называют, тер¬ 
момеханика. Она связывает механические, тепловые и элек¬ 
тромагнитные свойства тел с учетом структурных и химиче¬ 
ских превращений, которые могут происходить в этих телах. 

При попытках обобщить основные понятия и принципы 
термостатики сразу же возникает ряд принципиальных труд¬ 
ностей. Основные немеханические величины, такие, как тем¬ 
пература и энтропия, определены только для равновесных 
состояний. В неравновесной теории необходимо расширить 
и уточнить содержание самого понятия макроскопического 
состояния, корректно определить его намного более богатые 
пространственно-временные характеристики, отражающие ди¬ 
намический аспект проблемы, т. е. изменение (движение) 
состояния. 

Здесь мы обсудим кратко сущность некоторых основных 
идей и подходов, приводящих к обобщению классической тер¬ 
мостатики. Последовательное изложение одного из основных 
подходов в современной неравновесной термодинамике сплош¬ 
ных сред дано во второй части книги. 

2.1. Принцип квазилокального равновесия 

Еще Афанасьева-Эренфест [1] наметила подход к аналити¬ 
ческому описанию нестатических процессов, который осно¬ 
вывается на принципе квазилокального термодинамического 
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равновесия (подобная идея высказывалась и Каратеодори 
[41]). В соответствии с этим принципом, который прини¬ 
мается и в современных формулировках неравновесной тер¬ 
модинамики (см., например, [7, 12, 99]), всю систему можно 
разбить на достаточно малые, но все еще макроскопические 
области, причем такие, что каждую из них можно рассмат¬ 
ривать как равновесную (точнее квазиравновесную) термо¬ 
динамическую систему. В пределе физически бесконечно ма¬ 
лых областей получаем, что термодинамические параметры 
являются непрерывными функциями координат и времени 1 ). 

Рассмотрим подробнее вопрос об описании неравновес¬ 
ного состояния. В соответствии с принципом квазилокального 
равновесия физически бесконечно малые области одной в це¬ 
лом неравновесной системы описываются таким же способом, 
как и равновесные системы в термостатике. Это означает, что 
состояние неравновесной системы характеризуется локаль¬ 
ными термодинамическими потенциалами, которые зависят от 
пространственных координат и времени только через харак¬ 
теристические термодинамические параметры, а для локальных 
термодинамических величин остаются в силе уравнения тер¬ 
мостатики. Например, если в качестве характеристических 
переменных выбраны локальная плотность внутренней энер¬ 
гии и (г, (), удельный объем ѵ(г,і) (ѵ ~ р -1 , где р — локаль¬ 
ная плотность массы среды) и локальные концентрации 
С((г,/), / = 1, п, различных химических компонент, то 
состояние физически элементарного объема в окрестности 
точки г в момент времени ( описывается локальной энтропией 

5 = 5 [«(г, і), ѵ (г, (), с, (г, і), . .., с„(г, 0]. (2-1) 

для которой справедливо уравнение Гиббса (для изотропной 
текучей среды) 

П 

Т сІ8 — сіи + р йѵ — 2 (2.2) 

і = 1 


На основе этого уравнения сопряженным величинам 



'•{ріфк) 

(2.3) 


приписывается смысл локальной температуры Т(г,і), локаль¬ 
ного давления р{ г, і) и локальных химических потенциалов 
р*(г, і), к = 1, ..., п. Из этих определений ясно, что локаль¬ 
ные уравнения состояния не могут зависеть от градиентов 
и скоростей изменения термодинамических параметров [99], 


') Точнее они являются кусучно-непрерывными функциями простран- 
втввнно-временных координат. ■>“- Прим, перев. 
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Следовательно, в случаях, рассматриваемых иногда в реоло¬ 
гии, когда уравнения состояния зависят от градиентов и ско¬ 
ростей (разд. 6), этот подход неприменим [7, гл. 2]. 

Разумеется, неравновесное состояние можно было бы фор¬ 
мально описать и функционалом вида 

5 = 5[ы; {ѵуі}, {у 2 Уі}, •••; г, (]■ (2.4) 

Однако в этом случае вопрос о термодинамической интер¬ 
претации функционала 5 и параметров {уі) вдали от равно¬ 
весия остается открытым [19, гл. 3]. 

В рамках феноменологического подхода область примени¬ 
мости постулата о локальном термодинамическом равновесии 
определяется экспериментально. Обычно этот постулат спра¬ 
ведлив, если градиенты достаточно малы и характерное вре¬ 
мя изменения термодинамических параметров намного больше 
времени релаксации в локальном масштабе. При этом пред¬ 
полагается, что диссипативные процессы в системе играют 
существенную роль и исключают появление больших локаль¬ 
ных отклонений от равновесия [7, гл. 2]. Например, в случае 
сильно разреженных газов понятие локального термодинами¬ 
ческого равновесия может терять смысл. 

Микроскопический подход к описанию неравновесных си¬ 
стем исходит из основополагающей идеи Боголюбова [4] 
об иерархии времен и связанного с ней принципа сокраще¬ 
ния числа параметров, которые необходимы для описания со¬ 
стояния системы 1 ). С этой точки зрения возможность вве¬ 
дения локально-равновесного распределения обусловливается 
наличием существенно различных временных масштабов для 
процессов: время релаксации т т , в течение которого уста¬ 
навливается равновесие в макроскопически малых, но со¬ 
держащих большое число частиц областях, намного меньше 
времени т м, за которое достигает равновесного состояния вся 
система. Описание, которое определяется уравнениями 
(2.1) —(2.3), соответствует так называемой гидродинамиче¬ 
ской шкале, в которой микроскопическая картина усредняется 
по интервалу времени % х : 

« Т* < Г М . . (2.6) 

Первое сильное неравенство в (2.5) обеспечивает исклю¬ 
чение микроинформации (усреднение по мелкомасштабным 
флуктуациям [15]), а второе сохраняет возможность описы¬ 
вать макроэволюцию дифференциальными уравнениями по 
времени. Аналогично гидродинамический пространственный 


') Хотя доказательство справедливости этого принципа в общем слу¬ 
чае отсутствует, его удается проверить для некоторых частных ситуаций,— 
Прим, перев. 
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масштаб определяется следующими требованиями: с одной 
стороны, необходимо, чтобы физический элементарный объем 
содержал большое число частиц, а с другой стороны, чтобы 
имела место неоднородность макроскопических параметров 
Л’(г). Оценку пространственной шкалы І х можно получить из 
неравенств 

» 1/3 «/,«|Я- 1 8га(1ХГ 1 . ( 2 . 6 ) 

Величины 1\ и х х определяют соответственно физически 
бесконечно малый объем и бесконечно короткий временной 
интервал в гидродинамическом описании. 

Следует подчеркнуть, что истинное неравновесное состоя¬ 
ние принципиально отличается от представления о квазиста¬ 
тической (в гидродинамической шкале пространства и време¬ 
ни) совокупности локально-равновесных состояний физически 
элементарных объемов. Если не учитывать это отличие, то 
появятся трудности, аналогичные известным с древних времен 
парадоксам о движении, которые возникают при попытках 
феноменологического описания какого-либо динамического 
процесса, исходя только из представления о статическом со¬ 
стоянии. В классической динамике состояние определяется 
сопоставлением каждой материальной точке кроме радиус-век¬ 
тора, определяющего ее положение, также вектора скорости, 
определяющего ее движение. В классической термодинамике 
(термостатике) рассматривается только множество статиче¬ 
ских равновесных состояний системы, которые изображаются 
точками в пространстве равновесных термодинамических ко¬ 
ординат. 

Полученные на основе обобщенных эмпирических законо¬ 
мерностей (постулатов) соотношения между термодинамиче¬ 
скими величинами относятся к воображаемым квазистатиче- 
ским процессам, которые не являются процессами в точном 
смысле этого слова, а лишь путями в пространстве равно¬ 
весных состояний (разд. 1.4 и 1.6). Реальные неравновесные 
процессы, которые протекают при неоднородном распределе¬ 
нии интенсивных макроскопических величин, соответствуют 
конечным скоростям изменения наблюдаемых параметров си¬ 
стемы, а также наличию макроскопических потоков энергии, 
импульса и вещества. Эти процессы не являются квазистати¬ 
ческими в гидродинамической пространственно-временной 
шкале, но для их описания в «классической» неравновесной 
термодинамике понятие состояния не расширяется с помощью 
таких новых независимых характеристик, как скорости и гра¬ 
диенты. Причина заключается в желании придать термоди¬ 
намический (скорее термостатический) смысл немеханиче¬ 
ским макрохарактеристикам системы, используя для этого 
локальные формулировки термодинамических соотношений 
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для квазистатических процессов. Целесообразность этого под¬ 
хода подтверждается следующим эмпирическим фактом: при 
известных условиях неравновесные состояния и процессы мо¬ 
гут быть достаточно точно описаны в пространстве эффектив¬ 
ных локально-равновесных термодинамических параметров. 
Движение независимых локальных величин подчиняется со¬ 
ответствующим законам сохранения, которые играют основ¬ 
ную роль в неравновесной термодинамике, а возможный вид 
необходимых для описания движения определяющих уравне¬ 
ний переноса ограничивается эмпирическим законом возрас¬ 
тания энтропии любой изолированной системы. 

При строгой интерпретации принципа локального равно¬ 
весия переход из одного локально-равновесного состояния 
в следующее следовало бы рассматривать как дискретную 
операцию и записывать уравнения в виде уравнений в конеч¬ 
ных разностях. В таком случае вопрос об эволюции энтропии 
5 в данном физическом подобъеме АѴ ~ / 3 , где по определе¬ 
нию 5 сохраняет постоянное значение в течение интервала 
АО» Аі лі х х , сводится к ее «скачкообразному» изме¬ 
нению 5 — > 5 -)- Д$ за время т т <С А/ при переходе к следую¬ 
щему локальному равновесию в течение времени (/ + А(, 
і-\-'2АІ). Для того чтобы такая картина имела смысл, необ¬ 
ходимо, очевидно, чтобы время релаксации к локальному 
квазиравновесию т т было намного меньше среднего времени 
Аі между двумя последовательными элементарными актами 
переноса [8]. 

После введения гидродинамической пространственно-вре¬ 
менной шкалы из описания исчезает быстрый неравновесный 
процесс смены состояний локального равновесия в АѴ. Но 
результат этого неравновесного переходного процесса экви¬ 
валентен появлению гидродинамической скорости изменения 
энтропии (Аз/А()і, связанной с ее «производством» о* в рас¬ 
сматриваемом элементарном объеме. Так как производство 
энтропии <т 5 порождено процессом релаксации к квазиравно- 
весному состоянию, согласно второму началу термодинамики, 
^ 0 [8]. Отличная от нуля скорость изменения энтропии 
локально-равновесного состояния (Д5/Д/),- обусловлена не¬ 
равновесными условиями контакта между соседними элемен¬ 
тарными объемами, вследствие чего и возникают указанные 
необратимые явления переноса. Отметим, что представление 
о (почти) дискретном изменении значений термодинамиче¬ 
ских параметров от одного физически элементарного объема 
к другому не является внутренне противоречивым, так как на 
расстояниях порядка толщины «пограничного слоя» І т ~ 
~ о І/3 -С Іх макроскопические уравнения переноса не яв¬ 
ляются справедливыми, в частности бесконечно большие гра¬ 
диенты не вызывают бесконечно больших потоков [23]. 
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Особенно отчетливо видна аналогия между представлен¬ 
ной здесь микроскопической интерпретацией и введением 
понятия возрастания энтропии в термостатике Тиссы 
(разд. 1.6). В этой термостатической теории временной 
смысл процессу возрастания энтропии придается с помощью 
чередования термодинамических операций и процессов [94]. 
Формально одно из основных ее положений — принцип мак¬ 
симума энтропии — не содержит в себе ничего более сле¬ 
дующего известного математического факта: максимум функ¬ 
ционала не убывает с расширением множества пробных 
функций. Следовательно, если термодинамическая операция 
связана с удалением ограничивающих условий, которое вы¬ 
зывает реализацию потенциальной возможности нового рав¬ 
новесия, то энтропия конечного состояния больше энтропии 
исходного состояния. Сам процесс перехода не представлен 
в формализме теории: описание системы появляется снова 
только после установления нового равновесия, т. е. после мо¬ 
мента совершения термодинамической операции. Описание 
действительно до тех пор, пока новая операция не вызовет 
следующий процесс и т. д. Таким образом, система представ¬ 
лена в этой теории на несвязанных временных интервалах 
аналогично пространственному представлению в терминах 
разъединенных подсистем [94]. 

Как уже отмечалось, если макроскопические явления ме¬ 
няются достаточно плавно во времени и в пространстве (в 
соответствии с правыми частями неравенств (2.5) и (2.6)), 
то свойства системы можно рассматривать как непрерывные 
функции непрерывных переменных г и і в гидродинамической 
шкале. В конечном счете производство энтропии а 3 опреде¬ 
ляется членами, которые имеют вид произведения макроско¬ 
пических потоков на градиенты полей Т(г, (), р*(г ,1) и 
ѵ(г, і), где ѵ(г, і) — средняя массовая скорость. Само опре¬ 
деление макроскопических потоков через локально-равновес¬ 
ные термодинамические переменные выходит за рамки воз¬ 
можностей макроскопической теории. Оно проводится либо 
эмпирическим путем, либо в рамках более фундаментальной 
молекулярно-кинетической теории. По этой причине фено¬ 
менологическая термодинамика неравновесных процессов, так 
же как и термостатика, не представляет собой замкнутой 
теории. 

2.2. Флуктуации и границы применимости 
термодинамического метода 

Другой принципиально важный вопрос — это вопрос о флук¬ 
туациях в термодинамических системах. 

Флуктуации в малой области системы (так называемые 
локальные флуктуации) обусловливают ряд наблюдаемых 
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явлений и эффектов, например рассеяние света в жидкостях 
и газах [49]. Они формируют и механизм протекания фазо¬ 
вых переходов второго рода, проявляя себя в критических 
явлениях 1 ). В сущности глубокое понимание макроскопиче¬ 
ских свойств вещества невозможно без учета роли флуктуа¬ 
ций: особенно важна их связь с процессами диссипации, ко¬ 
торые являются причиной необратимого характера неравно¬ 
весных изменений (разд. 2.6). Согласно Мюнстеру [18], «тео¬ 
рия флуктуаций образует мост между теорией термодинами¬ 
ческого равновесия и теорией необратимых процессов». 

Флуктуации, или случайные отклонения физических ве¬ 
личин от их средних значений, существуют и в состоянии 
термодинамического равновесия. Классическое термодинами¬ 
ческое описание, т. е. описание состояния системы исключи¬ 
тельно при помощи средних значений, справедливо, когда от¬ 
носительные флуктуации пренебрежимо малы, т. е. обычно 
для макроскопических систем вне критической области. С ма¬ 
тематической точки зрения пренебрежение флуктуациями 
макроскопических параметров эквивалентно совершению пре¬ 
дельного перехода к бесконечно большим системам при со¬ 
хранении плотности частиц, т. е. К->оо, УѴ-»-оо, N/V = 
= сопзі Только в этом пределе можно ожидать точного со¬ 
ответствия с законами феноменологической термодинамики. 
Использование термодинамических функций для описания 
очень малых частей системы, таких, например, как физически 
элементарные объемы ДИ ~ 1 3 х в локальной термодинамике, 
следует совершать с большой осторожностью [18, 26]. Фе¬ 
номенологическая теория флуктуаций применима только 
тогда, когда физически малые области системы можно рас¬ 
сматривать (в разумном приближении) как макроскопиче¬ 
ские подсистемы. 

Первая теория флуктуаций, которая вводит в термодина¬ 
мику статистические концепции, не ссылаясь на детали мо¬ 
лекулярной динамики, была развита в 1910 г. Эйнштейном 
[49]. Исходя из установленной Больцманом связи между 
энтропией 5 и термодинамической вероятностью Ц7, а именно 
3 =* к\пШ (разд. 2.4), он выразил относительную вероят¬ 
ность флуктуационных состояний через разницу соответ¬ 
ствующих энтропий. Согласно формуле Эйнштейна, вероят¬ 
ность возникновения флуктуации вблизи равновесного со¬ 
стояния изолированной системы равна 

Ш = Сехр{Д5//г}, Д5 = 5 — 5 0 < 0, , (2.7) 

где С — нормировочная константа, 5о—энтропия равновес¬ 
ного состояния, а 5 — энтропия флуктуационного состояния. 

') См. книги [НО*, 111*, ИЗ*), а также сборник статей [114*].— 
Прим, пврев. 
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Так как энтропия в состоянии термодинамического равнове¬ 
сия максимальна, то вблизи него имеем 

Д5 = 5 — 5 0 - у 6 2 5 < 0. (2.8) 

Грин и Кэллен [55] пришли к выводу, что теория Эйн¬ 
штейна справедлива, если: 1) флуктуации малы и моментами 
выше второго можно пренебречь; 2) флуктуации соответ¬ 
ствуют отклонениям от равновесного состояния, которое мо¬ 
жет быть описано одним из классических термодинамических 
потенциалов. 

Отмечая, что неравенство (2.8) справедливо, вообще го¬ 
воря, лишь в области применимости принципа локального тер¬ 
модинамического равновесия. Пригожин и Майер [87] допус¬ 
кают также справедливость во всей этой области и соотно¬ 
шения (2.7). Николис и Баблоянц [82] показали, что при 
химических реакциях в открытой системе вдали от равнове¬ 
сия формула Эйнштейна остается справедливой, если в ка¬ 
честве состояния отсчета (с энтропией 5 0 ) выбрать подхо¬ 
дящее почти стационарное неравновесное состояние. При¬ 
гожин и др. [7, 19] считают, что обобщенная (неравновес¬ 
ная) термодинамика должна основываться на теории флук¬ 
туаций. Они разрабатывают феноменологическую теорию 
устойчивости неравновесных состояний, в которой 6 2 5 играет 
роль функции Ляпунова, причем предполагают, что некоторое 
обобщение формулы (2.7) справедливо во всей области, со¬ 
ответствующей локальной термодинамике (при стационарных 
граничных условиях). 

Рассмотрим теперь, какие параметры системы могут флук¬ 
туировать. В рамках классической термодинамики выбор ха¬ 
рактеристических переменных произволен, причем соответ¬ 
ствующие термодинамические потенциалы связаны преобра¬ 
зованием Лежандра. Теорию можно представить в симмет¬ 
рическом виде с помощью термодинамических функций 
Масье — Планка: 

и 

(рі . Ркі Х к+и .... ЙГ Г+1 ) = 5 (Л), .... Х г+ і) —X РіХі- 

і=і 

(2.9) 

Здесь 5(^[, ..., Х г+ і) — энтропия системы, зависящая от пол¬ 
ного набора экстенсивных переменных; потенциал Ф* описы¬ 
вает систему при заданных к интенсивных параметрах 

р\ . Рк и г экстенсивных параметрах Х к +\, ..., Х г+І . Не 

конкретизируя условия, при которых задана система, допус¬ 
тим, что ее внутреннее состояние описывается макроскопи¬ 
ческими параметрами аі, і = 1,2, ... . Если а ,•— флуктуи¬ 
рующие локальные величины, их можно рассматривать как 
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непрерывные функции координат и времени (в гидродинами¬ 
ческом масштабе, разд. 2.1), что соответствует бесконечному 
числу параметров {а,}. Обобщение формулы Эйнштейна (2.7) 
для плотности вероятности данного флуктуационного состоя¬ 
ния а — {<*,■} имеет вид 

№ (а) = С ехр {ЛФ 6 (<*)/&}, ДФ Й (а) = Ф & (а) — Ф й < 0 . (2.10) 

Как показала строгая статистическая теория [18,26], 
термические параметры не могут быть выбраны произволь¬ 
ным образом, если флуктуации исследуются в малых частях 
системы. Подсистемы необходимо описывать с помощью ста¬ 
тистических ансамблей, параметры которых определяются 
конкретными физическими условиями. 

Возможность построения чисто феноменологической тео¬ 
рии флуктуаций, которая пользуется методами математиче¬ 
ской статистики для описания свойств теплового равновесия, 
подробно обсуждалась в работах Мандельбро [71,72]. Сама 
идея построения такой теории была предложена еще Сцилар- 
дом [91], который показал по существу, что при известных 
условиях регулярности канонический закон Гиббса является 
единственным распределением вероятностей с одной скаляр¬ 
ной достаточной статистикой 1 ). Основные положения этого 
подхода следующие: множество всех возможных результатов 
всех макроскопических измерений, произведенных над физи¬ 
ческой системой 2, представляет собой репрезентативное про¬ 
странство макроскопических состояний Ѳ системы, причем 
предполагается, что оно является областью в конечномерном 
евклидовом пространстве. Возможные состояния В осталь¬ 
ных систем, которые играют роль окружения для 2, пред¬ 
ставляются точками в соответствующем репрезентативном 
евклидовом пространстве. Система 2 находится в контакте 
с окружением, если ее состояние (3 —случайная величина 
с параметром В Приготовление физического состояния про¬ 
водится с помощью макроскопических операций, которые 
накладывают математические условия на случайное состоя¬ 
ние Ѳ системы. Из сформулированных подходящим образом 
аксиом о тепловом равновесии («нулевое начало» термоди¬ 
намики) в качестве следствия получаем, что параметры си¬ 
стемы после приготовления состояния должны составлять не¬ 
обходимую и достаточную статистику для ее параметров до 

') В математической статистике понятие статистика соответствует по¬ 
нятию функции от случайной величины в теории вероятностей. Практиче¬ 
ское применение статистики связано с извлечением нужной информации 
из исходных данных — обычно для оценки неизвестного параметра рас¬ 
пределения вероятностей по результатам независимых наблюдений. До¬ 
статочная статистика содержит всю информацию, заключающуюся в исход- 
цых данных [3], 
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приготовления. Далее предполагается существование тепло¬ 
вых резервуаров, которые характеризуются следующими 
свойствами: они могут служить окружением для нескольких 
разных систем 2 т , причем соответствующие состояния <З т 
статистически независимы. Согласно теореме Дынкина — 
Джеффриса [11, 62], которая обобщает упомянутый выше 
результат Сциларда, теоремы Дармуа (1935 г.), Питмана и 
Купмана (1936 г.), а также одну старую теорему Пуанкаре 
(1896 г.), при известных условиях регулярности существова¬ 
ние нетривиальной достаточной статистики для параметра В 
требует, чтобы распределение вероятностей для состояния О 
имело вид 

<Щ «3 I В) = сШ (Ѳ) ехр {- X р, (В) и, «3)}Д (В), (2.11) 

где системы функций {1, Рі, .... р г } и {1, «і, и г } явля¬ 
ются линейно-независимыми. Этот случай отвечает семейству 
распределений вероятностей ранга г; при произвольном М^г 
система из г независимых функций 

м 

X/(0 1 . •••. (Зм)=Х /=1. г, (2.12) 

т = 1 

образует необходимую и достаточную статистику для оценки 
неизвестных параметров Р/ (В) по результатам М независимых 
наблюдений над системой. Полученный результат интерпре¬ 
тируется следующим образом. Рассматривается составная 
система 2, состоящая из М одинаковых реплик 2 т ; макроско¬ 
пически измеряемые величины являются комбинациями пе¬ 
ременных состояний Ѳ т , т= !, ..., М. Тогда минимальной 
достаточной статистикой для параметров резервуара явля¬ 
ются аддитивные функции 

м 

«/(3)=Х «/(Ѳ т ). І= 1 . Г. (2.13) 

т=* 1 

Если мы потребуем (аксиома об энергии, или первое начало 
термодинамики), чтобы достаточная статистика была одно¬ 
мерной, т. е. г= 1, то она физически интерпретируется как 
единственный аддитивный нетривиальный инвариант системы 
в состоянии термодинамического равновесия — энергия. Ин¬ 
тегрирование в (2.11) (при г=1) по всем состояниям с за¬ 
данной энергией и и определение 2 (В) из условия норми¬ 
ровки приводят к распределению вероятностей в канониче¬ 
ском ансамбле Гиббса 


(2.14) 
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Здесь О {и) — неубывающая непрерывная справа функция, 
имеющая смысл числа состояний с энергией, не превосходя¬ 
щей и. 

По существу основная идея приведенного выше вывода 
канонического распределения Гиббса состоит в следующем: 
«Природа теплового равновесия такова, что, если систему 
отвести от контакта с тепловым резервуаром, ее энергия яв¬ 
ляется необходимой и достаточной статистикой для темпера¬ 
туры теплового резервуара» [71]. 

Статистический ансамбль, соответствующий системе с за¬ 
данными к интенсивными параметрами, порождает аналог 
функции Масье — Планка (2.9) посредством уравнения 

Ф к = к\п З к , (2.15) 

где З к — статистическая сумма (статистический интеграл) 
ансамбля. Функция характеристических переменных 3* опре¬ 
деляется из условия нормировки плотности вероятности со¬ 
стояния в соответствующем ансамбле. Для канонического ан¬ 
самбля Гиббса статистическая сумма есть функция 2ф) 
в (2.14), которая определяется выражением 

2 (Р)= $<Ш(ы)е-Р“. (2.16) 

По определению Мюнстера [18] в полуклассическом при¬ 
ближении статистическая сумма В* есть й-кратное преобра¬ 
зование Лапласа микроканонической статистической суммы, 

т. е. 

оо сю / к ч к 

ехрФ*= ^ ... § ехр ( ^ ріХі | ехр Ф 0 Д йХі, 

оо' і=і 7 і=і \ ЛЛ Ч 

ехр Ф 0 = 5. 

Из сравнения выражений (2.17) и (2.9) видно, что в об¬ 
щем случае переход от одного ансамбля к другому не экви¬ 
валентен преобразованию Лежандра для термодинамических 
потенциалов '). 

В статистической механике рассматриваются следующие 
основные ансамбли [25]: 

1. Микроканонический ансамбль. Системы полностью изо¬ 
лированы от окружения. Независимые (задаваемые) пере¬ 
менные— энергия II, молярные числа различных химических 
компонент УѴ а и обобщенные координаты Хі (в частности, 
объем V). Флуктуируют обобщенные силы р и 

2. Канонический ансамбль. Системы находятся в тепловом 
контакте с окружением (термостатом). Независимые пере- 


') Более подробно »тот вопрос рассмотрен в работе [116*], — Прим, 
перев. 
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менные — температура термостата Т, молярные числа Л/ а и 
обобщенные координаты Хі. Флуктуируют энергия V и обоб¬ 
щенные силы рі. 

3. Изотермически-изобарический ансамбль. Системы нахо¬ 
дятся в механическом и тепловом контакте с окружением. 
Независимыми переменными являются температура термо¬ 
стата Т, молярные числа УѴ а и обобщенные силы р;. Флуктуи¬ 
руют энергия и и обобщенные координаты А,-. 

4. Большой канонический ансамбль. Системы находятся 
в материальном и тепловом контакте с окружением. Незави¬ 
симые переменные — температура Т, химические потенциалы 

и обобщенные координаты X,-. Флуктуируют энергия і/, 
молярные числа Ы а и обобщенные силы р { . 

Отметим, что так называемый обобщенный ансамбль, при 
котором системы открыты по отношению ко всем экстенсив¬ 
ным переменным — энергии, молярным числам и обобщен¬ 
ным коэффициентам,— не соответствует реальным физиче¬ 
ским условиям. В этом ансамбле интенсивные параметры, 
такие, как Т, ц А и р 1у не могут быть независимыми друг от 
друга [25]. Во всех других ансамблях в число задаваемых 
переменных входит по меньшей мере одна экстенсивная ве¬ 
личина, которая явно фиксирует конечный размер системы. 

Следует подчеркнуть, что немеханические величины, та¬ 
кие, как энтропия, температура и химические потенциалы, не 
имеют смысла средних значений по ансамблю, поэтому воп¬ 
рос об их флуктуациях не является корректным. Например, 
энтропия связана только с видом самого распределения ве¬ 
роятностей, которое описывает весь ансамбль в целом, а не 
отдельные системы (разд. 2.4). 

Следуя работе [81], рассмотрим последовательность сис¬ 
тем, характеризуемых экстенсивной переменной Х { ^,=* 
= где А' 4 /!, — некоторое фиксированное начальное 

значение и п — 1, 2, ... . Для удельных значений остальных 
экстенсивных параметров, и функции Масье — Планка вве¬ 
дем обозначения 

= *Т! Х{ ?Іѵ < = ФГДг+і* 


Термодинамический предел определим следующим образом 1 ): 

р { — сопзі, і =1, .. к. 


Ііш 44"’ = Ф й , 

п-> то 


( 2 . 18 ) 


Хі — сопзі, / = к + 1 , . .., г. 

Совершение термодинамического предельного перехода 
связано со следующими проблемами: 1) существование пре- 


‘) Здесь приводится упрощенный вариант определения термодинамиче¬ 
ского предела [81], иллюстрирующий лишь сущность вопроса. 
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дела для ср к и ее производных; 2) эквивалентность ансамб¬ 
лей, т. е. проблема согласованности между собой термодина¬ 
мических величин, определенных на основе разных ансамб¬ 
лей; 3) термодинамическая устойчивость системы; 4) фазо¬ 
вые переходы, которые, как известно, строго определены 
только в термодинамическом пределе 1 ). 

Здесь мы коснемся только вопроса об эквивалентности ан¬ 
самблей, который тесно связан с областью применимости 
термодинамического метода. 

В подходе, изложенном в работе [81], математическая 
задача состоит в доказательстве того, что термодинамический 
предел преобразования Лапласа для статистических сумм 
(2.17) сводится к преобразованию Лежандра для функций 
Масье—Планка (2.9). 

С физической точки зрения проблема эквивалентности ан¬ 
самблей имеет два аспекта: а. Каждый статистический ан¬ 
самбль можно рассматривать как концептуально связанный 
с соответствующими физическими условиями контакта рас¬ 
сматриваемой системы с окружением; так как законы термо¬ 
динамики не зависят от конкретной физической ситуации, 
следует показать, что в термодинамическом пределе «гра¬ 
ничные эффекты» исчезают, б. Поправки к термодинамиче¬ 
скому равенству (2.9), которые возникают при использова¬ 
нии точного соотношения (2.17) для конечных систем, явля¬ 
ются результатом статистических флуктуаций. Следователь¬ 
но, необходимо доказать, что флуктуации асимптотически ис¬ 
чезают при переходе к термодинамическому пределу. Обычно 
оказывается, что нормальные среднеквадратичные относи¬ 
тельные флуктуации свободных переменных обратно пропор¬ 
циональны размерам системы 2 ). 

Практически область справедливости термодинамики 
можно определить из условия пренебрежимости флуктуаций 
по сравнению с интересующей нас точностью измерения со¬ 
ответствующих величин [81]. 

Для того чтобы поставить обсуждение флуктуационных 
явлений на прочный теоретический фундамент без ссылок на 
конкретные микроскопические процессы, мы изложим ниже 
аксиоматическую статистическую теорию равновесия, разви¬ 
тую Тиссой и Куэем [95]. 


‘) Дополнительную информацию по этим вопросам читатель может 
найти кроме работы [81] в работах [116*— 118*]. — Прим, перев. 

2 ) Из этого правила имеются исключения, причем это системы и мо¬ 
дели, которые довольно популярны в физике твердого тела и в статисти¬ 
ческой физике. Простейшим примером является идеальный бозе-газ, для 
которого канонический и большой канонический ансамбли неэквивалентны 
именно нз-за различия величины флуктуаций плотности числа частиц в 
этих двух ансамблях (119*, 120*]. — Прим, перев. 
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2.3. Статистическая термодинамика равновесия 

В теории Тиссы и Куэя [95] реализуется идея феноменоло¬ 
гического подхода к статистической термодинамике. Цель 
этой теории — развитие строгого формализма статистических 
ансамблей Гиббса [53] путем внесения статистических пред¬ 
положений физической природы в саму термодинамику без 
привлечения микроскопической динамики. Вероятностная ста¬ 
тистика, которая содержится в статистической термодина¬ 
мике равновесия (СТР), является статистикой независимых 
случайных величин, т. е. эта теория учитывает только чисто 
случайный элемент, характерный для состояния термодина¬ 
мического равновесия. 


2.3.1. Определения и постулаты 

А. О независимых переменных. В дополнении к разд. 1.6.1, 
п. А, где изложена макроскопическая термодинамика равно¬ 
весия, принимаются следующие постулаты: 

(Пдб) Значения переменных X могут быть измерены точ¬ 
но, возможно с точностью до произвольной постоянной. 

(П А6 ) Для простых систем конечного объема область из¬ 
менения значений переменных X ограничена снизу. В част¬ 
ности, наименьшее значение энергии системы является функ¬ 
цией фиксированных переменных; в случаях когда эти пере¬ 
менные остаются постоянными, его можно положить равным 
нулю. 

Для удобства будем придерживаться следующих обозна¬ 
чений: свободные переменные отмечаем латинским индексом 
(например, Х к ), а фиксированные переменные — греческим 
индексом (АЦ. Стенки, которые разделяют подсистемы, явля¬ 
ются ограничивающими (разд. 1.6) для величин Хі и неогра¬ 
ничивающими для всех остальных X/. Такие стенки мы будем 
символически обозначать 11? [АД в предположении, что за¬ 
дана полная система переменных X. 

Б. О статистическом равновесии. Постулируется, что об¬ 
мен аддитивными инвариантами подчиняется статистическим 
законам, свойства которых выражаются в чисто качествен¬ 
ных постулатах (Пбі) — (ПбД. 

(Обі) Подобными системами (символ (х к \ X, лД, или, ко¬ 
роче, (лДхЦ) называются системы, описываемые одними и 
теми же переменными X, причем такие, что каждая фикси¬ 
рованная величина Хі имеет одно и тоже значение в каждой 
системе, тогда как свободные переменные Х к принимают 
случайные значения х к в разных системах. Частное значение 
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переменной X, которое она принимает в данный момент, обо¬ 
значается через х. 

Заметим, что по меньшей мере одна экстенсивная перемен¬ 
ная должна быть фиксирована. Обычно в качестве такой 
переменной рассматривается объем Х г +і = V или полная мас¬ 
са, выраженная в молярных числах. 

(0 Б 2) Ансамблем (символ е(х к \х{), или е(хх)) называ¬ 
ется бесконечное множество подобных систем. 

Это абстрактное определение допускает две разные интер¬ 
претации. Согласно первой, подобные системы не что иное, 
как различные и независимые копии одной рассматриваемой 
системы. Согласно второй, это так называемый временной 
ансамбль: подобные системы представляют собой результаты 
измерений свободных параметров одной и той же отдельной 

системы в дискретные моменты времени і„, п— 1,2,. 

Эквивалентность двух интерпретаций означает, что рассмат¬ 
риваемые системы обладают свойством эргодичности 1 ). 

Количественное описание значений свободных переменных 
можно провести только посредством статистических функций 
распределения, которые зависят от специфики рассматривае¬ 
мой физической ситуации. В состоянии равновесия для опи¬ 
сания свободных переменных принимается обычно статистика 
независимых случайных величин. Фиксированные переменные 
служат только для задания вида функций свободных пере¬ 
менных. 

В СТР равновесие характеризуется тем, что существует 
единственная функция распределения, вид которой постули¬ 
руется для двух стандартных ситуаций. 

(Пбі) Статистическое равновесие для конечных систем. 
Рассматривается ансамбль е (х' ѵ х^) изолированных систем, 
каждая из которых состоит из двух подсистем (х^) и (х^'), 
находящихся в контакте друг с другом через посредство 
стенки ѴУ[Х к ]. Пусть для каждого члена ансамбля е выпол¬ 
нено условие х к ^ Х к < х к йх к . Считается, что через доста¬ 
точно большой промежуток времени ансамбль е приходит в 
равновесие по отношению к распределению Х к . Каждая си¬ 
стема (х^, х^') делится на две части (х^) и (х"), и в резуль¬ 
тате получаются два ансамбля е(х' я ) и е(х"). При этих 
условиях вероятность того, что для системы из е' значение X' 
меньше х', задается единственной условной кумулятивной 
функцией распределения 

& (Ч | х*; х ѵ х") я (х; | х к ) = Рг {Х' к < х к | х к < Х к < х к + 

-\-<іх к , х^, х^). (2.19) 

‘) Обсуждение этого свойства можно найти, например, в книгах [121*, 
122*], а общее введение в предмет — в книге [123*]. — Прим, перев. 
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Здесь Рг — вероятность события, обозначенного в скобках 
перед вертикальной чертой, при условии, что произошло со¬ 
бытие, обозначенное за ней; х к = х' к -\- х". 

В приведенном постулате содержатся два существенных 
момента: во-первых, функция распределения ёГ однозначно 
определяется параметрами, содержащимися в условиях, т. е. 
она не зависит от истории системы; во-вторых, обе интерпре¬ 
тации ансамблей эквивалентны в отношении определения З 2- . 

Дифференциал функции распределения определяется вы¬ 
ражением 

№ (Ч \х к ) = Ѳ- (.< + йх к \х к )~Ѳ- (х' к | х к ). (2.20) 

В случае непрерывных функций распределения это выраже¬ 
ние можно записать в следующем виде: 

йёГ(х к \х к ) = !(х' к \х к )сІх І к , (2.21) 

где /(^| х а) — плотность распределения вероятности, а в 
случае несингулярных дискретных распределений — в виде 

^ ( Х к | х к)~? ( Х ь п \ Х к)~К ( Х к I Х к)< ■ (2-22) 

где п — целое число, а интервалы изменения х' к выбраны 
достаточно малыми, так что /„•—вероятность отдельного со¬ 
стояния. Введенный здесь ансамбль и соответствующая ему 
функция распределения называются микроканоническими. 

Когда размеры одной из систем, например (х"), стре¬ 
мятся к бесконечности, в теории возникают важные упроще¬ 
ния, а именно существует много резервуаров, которые экви¬ 
валентны в качестве окружения для конечных систем, не¬ 
смотря на то что они могут существенно отличаться своей 
внутренней структурой. Точное определение эквивалентности 
резервуаров составляет первый элемент в обобщении нуле¬ 
вого начала термодинамики. 

(Овз) Кл-резервуаром (сокращенно /?) называется беско¬ 
нечная термодинамическая система, которую можно связать 
Х*-обменом с конечными системами так, что оба ансамбля 
е ' { х 'к\ х і) и е " {х к \х") становятся статистически независи¬ 
мыми друг от друга. Два резервуара эквивалентны, если сред¬ 
нее по времени значение переноса Х к между ними равно 
нулю, когда они связаны через конечную систему. 

(Пвг) Отношение эквивалентности, определенное в (Обз), 
не зависит от природы связывающей системы, если она не 
исключает обмена Х к . Это отношение транзитивно. 

Непосредственным следствием отношения эквивалентности 
является утверждение; 
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(Сбі) Классу эквивалентных АѴрезервуаров можно поста¬ 
вить в соответствие множество параметров 0 1 , Ѳг, (сокра¬ 

щенно Ѳ*) так, чтобы эквивалентные резервуары имели одно 
и то же множество Ѳ 8 , а неэквивалентные резервуары отлича¬ 
лись по меньшей мере одним параметром Ѳ. Резервуары бу¬ 
дут обозначаться через Я{Х к , Ѳ*) или #(Ѳ 8 ). 

Эквивалентные резервуары можно объединить, причем ре¬ 
зультат объединения является резервуаром того же класса. 
Класс резервуара не меняется при присоединении конечной 
системы. Два неэквивалентных резервуара могут быть свя¬ 
заны только посредством конечной промежуточной системы; 
этот случай не приводит к установлению состояния равнове¬ 
сия и здесь рассматриваться не будет. 

(Пбз) Статистическое равновесие конечной системы с ре¬ 
зервуаром. Рассмотрим ансамбль е(х к ,х х ), который доста¬ 
точно долго был связан с резервуаром Н(Х к) ѲД. Тогда ве¬ 
роятность того, что Х к для одной из величин ансамбля е 
меньше заданного значения х к , определяется единственной 
(кумулятивной) функцией распределения т${х к \х х , ѲД, кото¬ 
рая в свою очередь полностью определяется природой систе¬ 
мы, указанной ее фиксированными переменными Х\, и клас¬ 
сом резервуара, который определяется параметрами Ѳ*: 

3 (Х к | * я , Ѳ 5 ) = Рг {Х к < х к | х х , ѳ,}. (2.23) 

Функция 8 называется (обобщенной) канонической функцией 
распределения; точнее функция распределения % и соответ¬ 
ствующий ансамбль являются каноническими по Х к и микро¬ 
каноническими по Х х . Функция распределения, которая кано¬ 
нична только по энергии V и микроканонична по всем осталь¬ 
ным экстенсивным переменным, называется канонической в 
узком смысле; большая каноническая функция распределе¬ 
ния микроканонична по объему и канонична по всем осталь¬ 
ным X. Отдельная система, поведение которой представляется 
каноническим ансамблем, называется канонической системой, 
или (с'экспериментальной точки зрения) системой в термо¬ 
динамическом равновесии с резервуаром /?(Ѳ 5 ). 

Свойство устойчивости канонического распределения за¬ 
дается следующим постулатом. 

(Пб4) Рассмотрим два ансамбля е' и е" с соответствую¬ 
щими каноническими распределениями (х' к | х' Л , Ѳ 5 ) и 

(х'^х", Ѳ 3 ), которые могут и не быть в контакте с резер¬ 
вуаром. Если оба ансамбля связать почленно с помощью 
стенок \7[Х к \ и после этого снова разделить их на е' и е ", 
то восстановленные ансамбли будут иметь те же функции 
распределения, что и исходные. 

Этот постулат заканчивает статистическую формулировку 
нулевого начала термодинамики, а именно два ансамбля, ко- 
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торые находились в статистическом равновесии с резервуа¬ 
ром, находятся в равновесии друг с другом независимо от 
присутствия или отсутствия резервуара. 

2.3.2. Канонический формализм 

А. Вывод функций распределения. Постулаты, приведен¬ 
ные в разд 2.3.1, позволяют вывести функциональный вид 
обобщенной канонической и микроканонической функций рас¬ 
пределения. Сначала рассмотрим частный случай систем 
с одной случайной переменной — внутренней энергией Х\ — II. 
Вывод уравнения для с® и йЗГ, который приводят Тисса и 
Куэй, следует аргументам Сциларда [91]. 

Рассмотрим два ансамбля е'(х') и е"(х"). Приведем каж¬ 
дый член ансамбля е' в тепловой контакт с некоторым чле¬ 
ном из е" так, чтобы образовать ансамбль из пар систем 
е(х', х”). Затем приведем этот ансамбль составных систем в 
тепловое равновесие с резервуаром /?(Ѳ Х ). Согласно (Пвз) 
и (Обз), общая вероятность того, что обе подсистемы одного 
члена ансамбля е имеют энергии и' и и ", равна 

Рг {и' < V < и' + сіи', и" < V" < и" + Ли" | /, х", Ѳ 5 } = 

= <Щ' 0и' I Ѳ 8 ) (и" I Ѳ,). (2.24) 

Эта функция распределения сохраняется независимо от 
того, поддерживается ли контакт между ансамблем и резер¬ 
вуаром К или контакты между подсистемами. Тогда, если 
отделить ансамбль от К, ту же функцию распределения мож¬ 
но описать по-другому, а именно как произведение вероятно¬ 
сти с®(и|х', х", Ѳ 3 ) нахождения энергии и — и' + и" в одном 
члене составного ансамбля на условную вероятность 
йЗГ{и'\и, х' х") необходимого распределения энергии между 
подсистемами. Сравнивая оба выражения, получаем для рас¬ 
пределения вероятностей основное функциональное урав¬ 
нение 

йЪ' ( и ' | х', Ѳ в ) й%" {и" | х", Ѳ,) = сЩ ( и | х', х", Ѳ в ) (и' \ и, х', х"). 

(2.25) 

При решении уравнения (2.25) необходимо сначала исклю¬ 
чить из рассмотрения множество запрещенных значений энер¬ 
гии, на котором функции распределения обращаются в нуль. 
Затем логарифмируя (2.25), получаем 

1п йЪ' ( и' | х', Ѳ 5 ) + 1п сІЪ" ( и" | х", Ѳ 5 1 = 

= 1п йЪ (и' + и" \ х', х", Ѳ 5 ) + Іп ( и' \ и' + и", х', х"). (2.26) 

Пусть с 8 — произвольное фиксированное множество значе¬ 
ний параметров Ѳ 5 , которое соответствует наличию контакта 
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с некоторым тепловым резервуаром. Вычитая почленно урав¬ 
нения (2.26), записанные для произвольных Ѳ 5 и для Ѳ 8 = с 5 , 
получаем 

*)' («'> х '< Ѳ 3 . с 5 ) + ц" (и", х", Ѳ 5 , с 3 ) = г) (и' + и", х', х", Ѳ 8 , с 5 ). 

(2.27) 

где 

г] (и, х, Ѳ 5 , с 5 ) = 1п сі% (и \ х, Ѳ 8 ) — 1п сіЪ (и | х, с я ). (2.28) 

Для того чтобы наметить связь всего, изложенного выше, 
с понятиями математической статистики, сделаем отступле¬ 
ние от теории Тиссы и Куэя. Пусть каждому элементу 0 мно¬ 
жества Ѳ ставится в соответствие распределение вероятно¬ 
стей Рѳ в т-мерном пространстве Р т . Семейство вероятност¬ 
ных распределений называется регулярным (Дынкин [11]) 
в области с: Р ш , если каждое распределение Рѳ задается 
в П (т > плотностью вероятности рѳ(и), являющейся непрерыв¬ 
ной положительной функцией. 

Теорема (Дынкин [11]). Необходимой и достаточной ста¬ 
тистикой для регулярного в области семейства распре¬ 
делений {Рѳ, ѲеѲ] является функция 

(Ѳ) = 1п р ѳ (х) — 1п рѳ. (х), (2.29) 

которая ставит в соответствие каждому хеІК т > функцию 
^х(Ѳ), определенную на Ѳ. В (2.29) Ѳ 0 — фиксированный эле¬ 
мент из Ѳ. Отсюда видно, что если дифференциальная функ¬ 
ция распределения 

(и | х, Ѳ 5 ) = Рг {и ^ и < и + сіи | х, Ѳ в } (2.30) 

задается непрерывной плотностью рѳ 5 (м | х) > 0, т. е. 

йЪ (и I х, Ѳ«) = рѳ 5 (и | х) сіи, (2.31) 

то именно функция т] в (2.28) является необходимой и доста¬ 
точной статистикой для оценки параметра Ѳ 5 : 

т] (и, х, Ѳ 5 , с 8 ) = § и (Ѳ 5 ). (2.32) 

В правой части последнего равенства не отмечена явным об¬ 
разом зависимость от несущественных в случае фиксирован¬ 
ных параметров х и с 3 . Достаточность статистики означает, 
что условное распределение вероятности при условии 
^г ц (0 8 )= гг 0 не зависит от значения параметра Ѳ 5 ; это свой¬ 
ство можно принять в качестве определения понятия доста¬ 
точной статистики. В рассматриваемом здесь случае из 
(2.28) и (2.31) получаем 

рѳ 3 (и I х) = рс а (и | х) ехр {ті (и, х, Ѳ 8 , с*)}, (2.33) 


4 Зак. 609 
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что означает независимость условной вероятности распреде¬ 
ления энергии II от параметра Ѳ 5 при условии г)(и, х, Ѳ ір 

С*) = Г|о. 

Продолжим изложение канонического формализма СТР 
[95] рассмотрением уравнения (2.27) при упрощающем пред¬ 
положении о дифференцируемости функции г) по аргументу и. 
Дифференцируя уравнение (2.27) по и' при и" — сопзі и по 
и" при ц / = сопзі:, получаем соответственно 

дг\' (и', х', Ѳ 5) с 3 )[ди' — дт] (и, х', х", Ѳ 5 , с 3 ){ди, 

(2.34) 

дг\" (и", х", Ѳ 5 , с 3 )/ди" = дт] (и, х', х ", Ѳ 5 , с 3 )/ди, и = и' 4- и". 

Левая часть первого уравнения, очевидно, не зависит от 
х", а левая часть второго—-от х'. Из равенства двух выраже¬ 
ний (ср. их правые части) следует, что они не зависят от 
природы систем (х') и (х"), а только от Ѳ 5 и с 3 . Если обозна¬ 
чить эту универсальную функцию резервуара через 
— Д(Ѳ 5 , с 5 ), то после интегрирования получаем 

г] (и, х, Ѳ*, с $ ) = — В (Ѳ 5 , с 3 ) и — А (х, Ѳ„ с 3 ) (2.35) 

и аналогичные выражения для у\' и ц". После подстановки 
последних в уравнение (2.27) устанавливаем свойство адди¬ 
тивности постоянных интегрирования А: 

А'{х') + А"(х") = А(х). (2.36) 

Для того чтобы снова установить связь с математической 
статистикой, рассмотрим семейство распределений у = 
«= (Рѳ, ѲеѲ}, регулярное на конечном или бесконечном ин¬ 
тервале ІсіР. Дынкин [11] вводит важное понятие ранга 
семейства распределений у — наибольшего числа г (возмож¬ 
но, г = оо), при котором для каждого конечного п^г се¬ 
мейство у не имеет нетривиальных достаточных статистик по 
выборке из п независимых наблюдений в I. Для определе-^ 
ния ранга г рассмотрим линейное пространство 9, порож¬ 
денное некоторой константой и функциями ^х(Ѳ) для любого 
ѲеѲ. Пусть размерность пространства 9 равна г+1, и 
пусть функции {1, фі (х), ..., фг (х)} образуют базис в 9, 
тогда ранг семейства распределений равен г. 

Теорема [11]. Если семейство одномерных распределений 
вероятностей у регулярно, кусочно-гладко и имеет конечный 
ранг г в интервале I, то: 

1) плотность вероятности рѳ(х) может быть представ¬ 
лена в виде 

Рѳ (х) = ехр | Е Фі (х) Рг (Ѳ) + р 0 (Ѳ) + Фо (х)|, хё|, ѲеѲ, 

(2.37) 
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где фг, / == 1, г , кусочно-гладкие функции в интервале I, 

а системы функций {1,фі, фг} и {1,Рь [3,}— линей¬ 

но-независимы; 

2) при любом г система функций 

П 

Хг(х!, .... х„)= X Фі(х/), /=1, г , (2.38) 

/- 1 

функционально независима и образует необходимую и доста¬ 
точную статистику по выборке из п независимых наблюдений, 
результаты которых подчиняются одному и тому же закону 
распределения. 

Установление свойства (2.36), очевидно, означает, что 
ранг семейства канонических распределений равен единице 
г ■= 1, а базисом в пространстве 55 является {1,ы}. Следова¬ 
тельно, нормированная каноническая плотность вероятности 
задается выражением 

рв $ (и) = {г(и)е~ НѲ$)и Д (Р), (2.39) 

где 

§• (и) = е <р ° (и) , 2(Р) = ^е 3 ^ “ 8 (») 4и. (2.40) 

Наблюдения энергий {/«, / = 1, ..., М, в М одинаковых ко¬ 
пиях одной системы можно рассматривать как одно составное 
наблюдение с результатом (щ, .... » м )еК Л *. Согласно по¬ 
стулатам (Пбз), (Пв 4 ), определению (Овз) и (2.38), един¬ 
ственной достаточной статистикой для параметров резервуа¬ 
ра Ѳ 5 является полная энергия составной системы, объединяю¬ 
щей эти М одинаковых и статистически независимых под¬ 
систем: 


и = X и і- (2 41) 

Обобщение изложенных математических результатов на 
случай дискретных распределений приведено в работе 
Джеффриса [62]. 

В работе [95] вывод канонического распределения прово¬ 
дится следующим образом. Из (2.35) и (2.28) получаем 

1п 4% (и | х, Ѳ 8 ) = 1п сіЩ ( и \ х, с $ ) — А (х, Ѳ 5 , с 5 1 — В (Ѳ 5 , с 5 ) и. (2.42) 

Так как левая часть этого уравнения не зависит от с 3 , то 
каждый из членов в правой части уравнения, а именно Іпс®, 
А и В, должен представлять собой сумму одного не завися¬ 
щего от Сз слагаемого (Іпг/О, Ф и [3 соответственно) и вза¬ 
имно сокращающихся слагаемых, которые являются функ¬ 
циями с 5 . Таким образом, для общего решения уравнения 
(2.25) получаем 

сіЪ і и I ѳ «) = 40 {и, х) ехр [— Ф {х, Ѳ*) — (3 (Ѳ 5 ) и], (2.43) 


4 '* 



100 


Равновесная термодинамика 


где 

Ф' (*', Ѳ в ) + Ф" (х", Ѳ я ) = Ф (X, Ѳ,). (2.44) 

Множество запрещенных значений энергии {«°} = 
— {и:сі% = 0} сейчас может быть снова включено в рассмот¬ 
рение, если формально положить сІО (и 0 , х) = 0. 

Условие нормировки функции распределения приводит к 
соотношению 

е Ф(Х ' Ѳѳ) х). (2.45) 

и 

Очевидно, что функция Ф(х, Ѳ 5 ) зависит от множества пара¬ 
метров Ѳ 3 только через Р(Ѳ«), поэтому можно записать 

гій («| Р) = сІО (и, х) ехр [— Ф(р, х) — р и\=йО (и, х)е~ р “/2 (р, х), 

(2.46) 

где 

1п 2 (р, х) = Ф (Р, х). (2.47) 

В дальнейшем для краткости записи мы не будем отмечать 
в аргументе явную зависимость от фиксированных перемен¬ 
ных х. 

Если О (и) — дифференцируемая функция, то получаем 

йО (и) = § (и) сіи, (2.48) 

а в дискретном случае при достаточно малых интервалах 
имеем 

йО (и) = § (и п ) = ёп- (2.49) 

Функцию С (и) будем называть структурной функцией 
системы. Она связана с соответствующим понятием ‘), введен¬ 
ным А. Я. Хинчиным в статистической механике [26]. Струк¬ 
турная функция содержит все существенные статистико-ме¬ 
ханические свойства системы; нахождение удобных (асим¬ 
птотических) выражений для нее и составляет в сущности 
вычислительную задачу статистической механики [26]. Разу¬ 
меется, в чисто феноменологическом подходе функция О (и) 
не имеет конкретной микромеханической интерпретации н ее 
следовало бы определять эмпирическим путем.С математиче¬ 
ской точки зрения О (и) характеризуется как положительная 
неубывающая функция с ограниченной вариацией на каждом 
замкнутом интервале. 

Статистическая сумма (интеграл), или производящая 
функция, 2(р) представляет собой преобразование Лапла¬ 
са— Стильтьеса структурной функции С (и): 

I (р)= ^ е -Р“гіО(и). (2.50) 

_ и 

*) Хинчнн называет структурной функцией плотность §(и) в (2.48), 
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Из соотношений (2.44) и (2.47) получаем мультипликатив¬ 
ный закон для композиции статистически независимых си¬ 
стем 

2'(р)2"(р) = 2(р). (2.51) 

Микроканоническую функцию распределения находим, 
подставляя (2.46) в выражение (2.25) и используя (2.51): 

йЪ (і и' | и) = сШ' ( и') сЮ" (и - и')/сЮ (и). (2.52) 

Нормировка этой вероятности дает соотношение 

сЮ (и) = \сіО' (и') йО" (и - и'), (2.53) 

и' 

которое отвечает закону композиции функций распределения 
при сложении независимых случайных величин. Свойства 
(2.51), (2.53) отражают гипотезу об отсутствии, или, точнее, 
о пренебрежимости, взаимодействия между макроскопиче¬ 
скими компонентами составной системы, которая лежит в 
основе постулата об аддитивности энергии в классической 
термодинамике. 

Б. Формальные свойства канонического распределения. 

Из известных теорем о свойствах преобразования Лапласа 
следуют перечисленные ниже свойства функции 2(Р) [18]: 

1) граница области сходимости (по (3) интеграла Лапла¬ 
са— Стильтьеса (2.50) определяется величиной р 0 = 
= Игл {н _1 1п | О (и) |}, при условии, что предел существует и 

я-* °° 

не равен нулю; 

2) на полуплоскости Ке Р > р 0 , где имеет место сходи¬ 
мость, функция 2(Р) регулярна, т. е. она имеет производные 
любого порядка: 

3) 2(Р) —положительная и монотонно убывающая функ¬ 
ция р при (Р > Ро), 

4) 2(Р)—>-оо при Р—>-0; 

5) сі 2 1п 2(Р)Дф 2 > 0; 

6) при с > 0 и с > Ро 

с+і °° 

$ Р- 1 2(Р)^»ЙР = 0(и). 

С- І°° 

Для физических систем с неограниченным энергетическим 
спектром, т. е. при наличии трансляционных, вращательных 
или колебательных степеней свободы, 0(и)~ и-'*’ 12 , где уѴ 5 — 
число степеней свободы, и 2(Р) определено для всех р > 0 
и неопределено (интеграл (2.50) расходится) для Р ^ 0. 
В некоторых специальных случаях систем с ограниченным 
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энергетическим спектром (например, спиновые системы) мож¬ 
но определить и отрицательные абсолютные температуры, со¬ 
ответствующие р < 0 [2, гл. X]. 

Канонические средние моменты энергии задаются выра¬ 
жениями 

й*= (— 1) п г~ 1 й п 2ІсІ$ п . (2.54) 

В частности, для среднего значения и для флуктуации энер¬ 
гии имеем соответственно 

й = — дФ/ар, (2.55) 

(Дыр = (ы - й) 1 = д 2 Ф /<Эр 2 > 0. (2.56) 

Подчеркнем, что флуктуации энергии в каноническом ан¬ 
самбле исчезают только в пределе, когда все системы ан¬ 
самбля находятся в наинизшем энергетическом состоянии, 
т. е. только при абсолютном нуле (Р =(йГ) _1 = оо). 

При заданном значении средней энергии й уравнение 
(2.55) можно рассматривать как уравнение для параметра р. 
Из свойства выпуклости функции Ф(р) (2.56) следует, что 
уравнение (2.55) имеет единственное решение Р = ро Для 
каждого конечного й = и 0 > 0. Из неравенств 

Ц- < 0, й > 0 (2.57) 

видно, что если бы ансамбль е(х) был приведен вначале в 
контакт с резервуаром (Рі) , а потом с резервуаром /?(р 2 ), 
где Рі < р 2 , то получаем 

ы (Рі) > й (р 2 ), (2.58) 

и, следовательно, эти контакты порождают поток энергии из 
#(Рі) в Жр 2 ). Таким образом, параметр р дает универсаль¬ 
ную (т. е. не зависящую от природы системы ансамбля) ко¬ 
личественную меру для интуитивного понятия температуры. 
Но связь р с термодинамической температурой может быть 
установлена только с помощью понятия энтропии, которое 
еще не определено. 

В. Структурная функция и энтропия. Возможность мик¬ 
роскопического вычисления термодинамических функций дает 
следующий постулат. 

(Пві) Структурная функция С (и, х) интерпретируется как 
число линейно-независимых решений уравнения Шредингера, 
отвечающих собственным значениям энергии В ^ и при фик¬ 
сированных переменных л:. Эти решения представляют собой 
возможные микроскопические состояния системы и имеют 
равные априорные вероятности, 
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Соответственно каноническая функция распределения мо¬ 
жет быть записана в виде 

Іп~ §п {х) ехр (— Ф — (2.59 а) 

!і = ехр (— Ф — (2.59 6) 

где и — вероятность ^„-кратно вырожденного энерге ическо- 
го уровня и п , а /,■ — вероятность одиночного (невырожденно¬ 
го) микросостояния с энергией щ. 

Аналитическая функция 2 = 2(Р, х), а следовательно, и 
1п2 = Ф((5,х) содержат полную статистическую информацию 
о системе. Как видно из равенства (2.51), функция Ф адди¬ 
тивна для статистически независимых систем. Связь с фун¬ 
даментальным уравнением термостатики для системы в со¬ 
стоянии энергетического обмена с тепловым резервуаром осу¬ 
ществляется посредством функции Масье 

Ч(Т~\ х) = 3 — Ц/Т, (2.60) 

если положить 

ЧГ(Г-‘,*) = 6Ф(Р,*). (2.61) 

Выпуклость функции Ф(р) обеспечивает подходящие свой¬ 
ства экстремальности функции для построенного та¬ 

ким образом фундаментального уравнения постулаты термо¬ 
статики (МТР) удовлетворяются. 

В макроскопической термодинамике равновесия 
(разд. 1.6) энтропия определяется с помощью фундаменталь¬ 
ного уравнения (термостатического потенциала), которое 
справедливо для описания изолированной системы. Отметим, 
что различные физические ситуации, которые отвечают изо¬ 
лированным (микроканоническим) или связанным с тепло¬ 
вым резервуаром (каноническим) системам, требуют различ¬ 
ного определения энтропии, поскольку пока термодинамиче-і 
ский предельный переход не совершен, оба ансамбля нельзя 
рассматривать как эквивалентные. 

Исходя из термодинамических соотношений (2.60), (2.61), 
можно определить каноническую энтропию следующим об¬ 
разом: 

$ = М> — Аф <ЭФ/<Эр = А: (Ф + р«) = — /гр 2 д(Ф/р)/др. (2.62) 

Как уже отмечалось выше, уравнение (2.55) позволяет 
выразить р, а отсюда и 5 как функцию средней энергии й; 
соотношение з = з(й,х) соответствует фундаментальному 
уравнению для изолированной системы в МТР. Из (2.62) для 
дифференциала з(й,х) при фиксированных х получаем 

сіх — к сіФ + кй ф + сіи = йй = сШ/Т. (2,63) 
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Отсюда находим 

г-'=(-§),• < 2М > 

т. е. величина Г = (Д:р) _1 обладает свойствами абсолютной 
термодинамической температуры. 

Исходя из (2.62), можно определить случайную функцию 
энтропии 

5 (и, Р, л:) = /г[Ф(Р, ж) + р«], (2.65) 

названную Гиббсом индексом вероятности. Из выражений 
(2.65) и (2.46) получаем 

(2 ' 66) 

или в случае дискретного спектра (см. (2.59)) 

ё = -к%1 { \ п/|. (2.67) 

І 

Последнее соотношение дает возможность дальнейшего обоб¬ 
щения понятия энтропии (разд. 2.4). 

2.3.3. Канонический формализм для нескольких 
случайных переменных 

Представленный канонический формализм легко можно обоб¬ 
щить на случай нескольких случайных переменных, рассмот¬ 
рев одновременный обмен несколькими аддитивными инва¬ 
риантами Хі. Если в качестве базиса выбрать линейно-неза¬ 
висимые векторы в линейном пространстве виртуальных про¬ 
цессов обмена, то для функции распределения получим 

д-Ъ (хі I х к , щ) = сШ (Хі, х х ) ехр (я,) — X п 1 х 1 1. (2.68) 

Здесь 0(хі,х х ) —структурная функция системы с фиксиро¬ 
ванными х % , ал і — параметры функции распределения, яв¬ 
ляющиеся функциями исходных параметров Ѳ 5 обобщенных 
резервуаров, которые они полностью представляют. 

Нормировка функции распределения (2.68) приводит к 
выражению для статистического интеграла 

("«)*= ехр [Ф,х(я,)]= $ сЮ{хі, **)ехр|— (2.69) 

Х і I * 

Дифференцируя (2.69) по л,-, получаем 
Хі — — дФ/дп і, 

А* А*/ в -^г ваф Ф 


(2.70) 

(2.71) 
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где Д хі = хі — Хі. Очевидно, что матрица Фц должна быть 
неотрицательно определенной, так как в противном случае 
можно было бы нарушить условие неотрицательности ее диа¬ 
гональных элементов: 

Ф„ = (Д^Р>0. (2.72) 

Знак равенства в (2.72) имеет место только в том случае, 
если случайная величина Д, в действительности фиксирова¬ 
на, что соответствует предельному случаю абсолютной тем¬ 
пературы, равной нулю. 

В обобщенном каноническом ансамбле случайная энтро¬ 
пийная функция по определению равна 

5 (х { , я„ х к ) = к (я,) + Е я;**], (2.73) 

а ее среднее значение — энтропия — задается выражением 
5 = 5 (х { , я,, = 6^Ф — ^ я, |^ = 6^Ф + я,*Л. (2.74) 

Область изменения интенсивных параметров я* ограничи¬ 
вается условием сходимости интеграла (2.69). 

2.3.4. Термодинамическая теория измерения 

А. Классификация термодинамических экспериментов 
[94, 95]. Исходя из классификации переменных канонической 
функции распределения, экспериментальные ситуации могут 
быть отнесены к одному из следующих трех типов: 

1) исследование отклика Хі известной системы (Х х ), на¬ 
ходящейся в равновесии с резервуаром Я (я, ) с заданными 
параметрами я,- (Д^, я/ хі ); 

2) определение свойств (интенсивных параметров) я* не¬ 
известного окружения путем измерения отклика Хі известной 
системы, находящейся в равновесии с окружением (Х х , х,--> 
—>• я і ) ; 

3) определение природы неизвестной системы (Д^) по ее 
отклику Хі при равновесии с известным окружением /?(яг) 

{хі; я і Х х ). 

В первом случае фиксированные параметры Х х и интен¬ 
сивные параметры резервуара я,- определяют функцию рас¬ 
пределения свободных параметров системы Хі и через нее 
канонические средние значения хі и высшие моменты случай¬ 
ных величин Хі. В СТР детерминистическая связь между экс¬ 
тенсивными переменными системы и интенсивными перемен¬ 
ными окружения, которая существует в МТР (т. е. принцип 
термостатического детерминизма), заменяется на более сла¬ 
бую статистическую связь между системой и средой. Измере- 
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ние хі как функции я, позволяет определить уравнение со¬ 
стояния и фундаментальное уравнение МТР. 

При экспериментах второго типа решается обратная за¬ 
дача: по результатам измерения значений х г оцениваются па¬ 
раметры резервуара л,-. Эта постановка задачи соответствует 
оценке параметров семейства функций распределения в ма¬ 
тематической статистике. Для ее решения используется метод 
максимального правдоподобия. Полученные результаты могут 
быть применены (разд. 2.4) для развития статистической тер¬ 
мостатики изолированных конечных систем. 

Ситуации третьего типа обычно имеют отношение к хими¬ 
ческому анализу системы и выходят за рамки классической 
термодинамики. 

Б. Измерение интенсивных величин как задача на оценку 
параметров. Для анализа задачи измерения температуры р -1 
резервуара /?(|3) рассмотрим конечную систему — термометр, 
который сначала приводится в равновесие с термостатом 
АДР) с неизвестной температурой, а затем отделяется от него 
для измерения энергии и. Следующий шаг состоит в оценке 
значения р на основе знания и. Очевидно, что информация, 
которой мы располагаем, не является достаточной, поскольку 
и — результат измерения случайной величины (энергии ІІ), 
причем, вообще говоря, не известно, совпадает ли II ей. По¬ 
стулат (Пбз) исключает возможность того, чтобы система 
сохраняла больше информации о температуре резервуара, 
чем ее содержится в измерении энергии. 

В общем случае измерение множества мгновенных значе¬ 
ний Хі свободных переменных Хі системы, находящейся в рав¬ 
новесии с обобщенным резервуаром /?(зт«), считается опреде¬ 
лением одного члена обобщенного канонического ансамбля. 
Тогда вероятность нахождения данного множества измерен¬ 
ных значений х, определяется обобщенной канонической 
функцией распределения (2.68). Обратно, если рассматривать 

как функцию я,- при измеренных (фиксированных) значе¬ 
ниях Хі свободных переменных X,- (и, конечно, фиксированных 
Х х ), то сіт5{пі) можно интерпретировать как функцию правдо¬ 
подобия, что соответствует определению этого понятия в ма¬ 
тематической статистике. Точка я,- =я;, в которой функция 
е?5(л;;) достигает максимума по параметрам я,-, дает макси¬ 
мально правдоподобную оценку я і для интенсивных пара¬ 
метров я; при заданных значениях х- с . 

Поскольку с1т5(лі) является аналитической положительной 
функцией при произвольных наблюдаемых значениях х,- пере¬ 
менных Хі, для получения оценки по методу максимального 
правдоподобия можно определить ее логарифм 

ІП (Хі, Я;) = 1п сЮ ( х ( ) — 5 ( х ( , Я;)/&. 


(2.75) 
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Здесь з(хі, л і)— случайная энтропийная функция (2.73); за¬ 
висимость от Хъ в соотношении (2.75) для краткости опущена. 
Очевидно, что нахождение максимума 1п 4% по л,- при постоян¬ 
ных х 1 эквивалентно нахождению минимума 5(лу, л,-) при тех 
же условиях. Таким образом, получаем уравнение 


к~ х 


д 

дл ( 


8{Хі, 


Пі) 




(2.76) 


причем достижение искомого экстремума обеспечивается по¬ 
ложительной полуопределенностыо ковариационной матрицы 
(2.71): 

ь_1 <Э 2 ® <Э 2 Ф ^ 

к ‘-т—-—= — — - = Ф ік - (2.77) 


дл і дл к 


дл. дл. 


Уравнение (2.76) может быть записано в виде 

Х 1 (&і) = Х і . 


(2.78) 


Следовательно, наиболее правдоподобные значения лин¬ 
тенсивных параметров л,- определяются условием равенства 
эмпирических значений величин х { каноническим средним 
величинам, вычисленным при некоторых л,-(=л<). Другими 
словами, выбираются те параметры л* = щ канонической 
функции распределения, которые порождают средние значе¬ 
ния Хі(лі), равные измеренным. Как следует из приведенного 
вывода, такой выбор дает максимум вероятности события, за¬ 
ключающегося в том, что переменные X, имеют значения, сов¬ 
падающие с действительно измеренными. 


2.4. Обобщение понятий энтропии и температуры 

2.4.1. Определения температуры 
и энтропии изолированных систем 

В каноническом ансамбле температура является параметром 
распределения Гиббса, поэтому она не определена для изоли¬ 
рованных систем с фиксированной энергией. Различные опре¬ 
деления, которые предлагались для обобщения понятия тем¬ 
пературы на случай изолированных систем, согласуются 
между собой только для очень больших систем, точнее в тер- 
модинамическом пределе (разд. 2.2). Для малых систем по¬ 
нятие температуры математически определено неоднозначно, 
а с физической точки зрения оно бессмысленно. 

Мандельбро [71] показал, что температуру изолированной 
системы можно рассматривать как статистическую оценку па¬ 
раметра предполагаемого канонического распределения, из 
которого данная система считается выделенной. Эта интер¬ 
претация объясняет природу неоднозначности определения 
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температуры и соответствует реальной экспериментальной 
практике. 

Рассмотрим изолированную систему с энергией и, которая 
описывается структурной функцией О (и) или статистическим 
интегралом 2((3) (разд. 2.3). Существуют три классических 
определения понятий температуры и энтропии в этом случае 
[71, 72]. 

1. Определение Больцмана. Температура Т Б = (&Рб) _ і , где 
Рб есть решение уравнения 

ы(Рб) = — еИп2(Р)/еф |р=р Б = «- 
Соответственно энтропия имеет вид 

5б = к (Рбп *Т 1п 2 (Рбі) = гпіп к {$и -{- 1п 2 (р)}. 

Р 

2. Дифференциальные определения Гиббса (для дважды 
дифференцируемой структурной функции). Температура 
Ггд = (АРгд) -1 . где р Г д определяется выражением 



а энтропия — выражением 



3. Интегральные определения Гиббса (для дифференци¬ 
руемой структурной функции). Температура Т Ги — (Арги) -1 . 
где Рги имеет вид 

Рги = Ж 1пС («)- 

Энтропия определяется выражением 

5ги = ^1пС(и). 

Когда размеры равновесной системы неограниченно возра¬ 
стают, приведенные выше три определения (как температуры, 
так и энтропии) в пределе совпадают. К этому вопросу мы 
вернемся ниже. 

Определенная Больцманом температура совпадает с мак¬ 
симально правдоподобной оценкой р=р параметра предпо¬ 
лагаемого канонического распределения, т. е. р Б =р. Для 
того чтобы показать это, воспользуемся формализмом стати¬ 
стической теории равновесия Тиссы и Куэя, который дает 
описание изолированных систем в терминах фиксированных 
экстенсивных величин х,- и наиболее правдоподобно оценен¬ 
ных интенсивных параметров я* [95]. В этом формализме 
роль энтропии играет так называемая оценочная энтропия, 
которая определяется следующим образом (разд. 2.3): 

5(х ( ) = пііп з (Хі, л*) — шіп(іп2 (я,) Л я,хД (2.79) 
( Л В ("В <• і У 
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Здесь 5 (Хі, пі )—случайная функция энтропии (2.73): 
5 (х { , л,) — к |іп 1 (л г ) + 2 л { х . 


(2.80) 


Очевидно (при х х — и, щ = Р), оценочная энтропия (2.79) 
совпадает с больцмановской энтропией: 5 б (и)^з(и). 

Согласно (2.76) и (2.77), задача на минимум в (2.79) 
имеет единственное решение л, =Лі, где лі определяется из 
уравнения (2.78): 

Хі (й і) = — д\п2 (л^/дл^ Ц =л< = х { . (2.81) 

Отсюда видно (при х х = и, яі = р), что обратная больц- 
мановская температура р Б является наиболее правдоподоб¬ 
ной оценкой р для параметра предполагаемого канонического 
распределения, из которого система считается выделенной. 

Сравнение определений (2.79) и (2.74) показывает, что, 
в то время как каноническая энтропия з — з(хі, я,) полу¬ 
чается из случайной энтропийной функции 5 (л:,-, лі ) путем 
усреднения по х ( при фиксированных лі, оценочная энтропия 
5 = $(х,-, лі) получается из той же функции в результате ми¬ 
нимизации по л і при фиксированных Хі. Поскольку 

.9 (Хі) = 5 (Хі, Лі) — к (йі) 4- ^ Ф (л { ) з= !п Ъ (лі), (2.82) 

с помощью (2.81) устанавливаем, что между двумя функ¬ 
циями существует равенство 

5 (Лі) = 3 (Хі (Лі), (Лі) = 5 (Хі, Лі (Хі)) = 5 (Хі), (2.83) 

В работе [95] показано, что уравнение 

з = з(х { ) (2.84) 

можно рассматривать как фундаментальное уравнение си¬ 
стемы, которое обладает всеми необходимыми свойствами, 
постулированными в МТР (разд. 1.6). Действительно, из 
(2.81) и (2.82) получаем 

д Ф ( А к) 


д§ V* дЛ. 


дх. 


[*• + 4^] = Л,- . (2.85) 

В частности, полагая Т = (&лі) _| и йхі = 0, іф\, для х\ — и 


и лі —(кТ)~ 1 , получаем 


йз = сІи/Т’ 


( 2 . 86 ) 


т. е. величины 5 и ? обладают основными свойствами термо¬ 
динамической энтропии и температуры. Более того, уравне¬ 
ние (2.81) приводит к свойству максимума энтропии 5, кото¬ 
рое постулировано в МТР (разд. 1.6 постулат (П Б і)) для 
макроскопической энтропии 5. Предположим, что существуют 
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две изолированные системы (л:') и ( х // ). Оценочная энтропия 
составной системы, рассматриваемой как их формальное объ¬ 
единение, равна 

к~ х ($' + з") = гпіп ІФ' (я') + X п'/\ + іпіп {Ф" (я';)+ 

(2.87) 

С другой стороны, если обе системы связаны обменом адди¬ 
тивными инвариантами X., то х ( = х\ -+- х" и они должны 
иметь одинаковые я,-. В этом случае использование свойства 
аддитивности ф = ф'-(- ф" (2.44) приводит к 


к~ х з = гпіп |Ф' (я.) + ^ л.х[ -(- Ф" 


(я.) + ^ я.д;"|. (2.88) 


Поскольку множество, на котором ищется минимум в правой 
части (2.88), получается с помощью наложения дополнитель¬ 
ного ограничения я( = л" на соответствующее множество в 


(2.87), то 


§>§' + з", 


(2.89) 


причем знак равенства имеет место только при я', = я". 

Неравенство (2.89) тождественно принципу максимума 
энтропии в МТР. Оно справедливо и при разбиении простой 
системы на две подсистемы посредством адиабатической 
стенки. Уменьшение полной энтропии системы можно было бы 
получить, если бы подсистемы оказались в состояниях с 
я'. Ф л". Но вероятность такого события исчезающе мала 
при существенно отличающихся значениях я' ; и л" [95]. 
Последнее утверждение можно проверить на основе модель¬ 
ных оценок микроканонической функции распределения в слу¬ 
чае макроскопических систем. 

Физический смысл определенных Больцманом и Гиббсом 
аналогов температуры для изолированных систем состоит в 
следующем. Если изолированную систему с энергией и при¬ 
вести в контакт с тепловым резервуаром с температурой (3 _1 , 
средний обмен энергией между системой и резервуаром исче¬ 
зает при р = р Б , а наиболее вероятное значение обмена энер¬ 
гией равно нулю при р = Рг д [71]. 

Рассмотрим свойства гиббсовой дифференциальной темпе¬ 
ратуры по отношению к условию теплового равновесия между 
двумя конечными системами. Допустим, что плотность §(и) 
структурной функции О (и) (сіО (и) — §(и)сіи) является диф¬ 
ференцируемой функцией энергии. Приведем в контакт две 
системы со структурными функциями О'(и) и О" (и), кото¬ 
рые, будучи изолированными, имели энергии, равные соответ¬ 
ственно и' и и". Структурную функцию образовавшейся со- 
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ставной системы обозначим через О(и). Тогда вероятность 
того, что первая подсистема имеет энергию и = х (а вторая 
подсистема имеет энергию и = и' и" — х), описывается 
плотностью микроканонической функции распределения (ср. 
с (2.52)) 

ё'(х)ё"(и' + и"-х)/§<и' + и"). (2.90) 

Наиболее вероятное значение энергии первой подсистемы 
определяется условием максимума вероятности (2.90) по пе¬ 
ременной х: 

8"(и' + и "- Х )^г 1 -8'{х) 


Ля" (и) 

сіи 


и=и'+и"-х 


о. 


(2.91) 


Следовательно, наиболее вероятная энергия первой подси¬ 
стемы равна ее исходной энергии и' (соответственно наиболее 
вероятная энергия второй подсистемы равна и"), когда 


а , ас'(х) а . ас"(х) 

— 1п—т- 1 - 1 - =- 7 - 1 п— 

ах ах х—и ах ах х=и" 


(2.92) 


т. е. когда равны их дифференциальные температуры Гиббса: 

гр' _ *р// 

1 Гд ~ 1 Гд- 

Равенство температур Больцмана Г Б и Г в двух конечных 
систем 2' и 2" в общем случае не выражает условия равен¬ 
ства нулю среднего обмена энергией между ними после их 
приведения в тепловой контакт. Это свойство может быть 
установлено только в специальном случае, когда системы по¬ 
строены из копий одной и той же элементарной подсистемы 
2о. Пусть 2' и 2" составлены соответственно из п' и п" оди¬ 
наковых подсистем 2 0 . В состоянии равновесия средняя энер¬ 
гия каждой из элементарных подсистем равна п 0 — 
= (и' + и")/(п' + я"), а средняя энергия подсистем 2' и 2" 
равна соответственно п'и 0 и п"ио. Условие равенства нулю 
среднего обмена энергией между 2' и 2" требует, чтобы 
эти значения были равны соответственно начальным 
энергиям и' и и", что эквивалентно условию и' /я' = и" /я" 
С другой стороны, по построению имеем 2.' = 7.% и 2" = 2^'\ 

где 2а — статистический интеграл системы 2с- Согласно опре¬ 
делению температуры Больцмана, 

й (Рб) ~ п ^о(Рб) ~ и > й (Р Б ) = п 'й а (р в ) = и", 

(2.93) 

где й 0 р) = — д 1п 2 0 (Р) /й$. Следовательно, в этом случае 
условие и' /гі — и" /я" эквивалентно условию н 0 (Р Б ) = й 0 (Р Б )’ 
которое выражает равенство температур Т' ъ и Г Б . 

Нахождение структурной функции составной системы сво¬ 
дится к вычислению свертки структурных функций ее статц- 
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стически независимых компонент; в случае п компонент 

/ \ 

йО(и)=\ ... 5 ... сЮ^ п ~ 1) («„_,) № п Ни- иЛ 

«I «П-І ' 1=1 / 

(2.94) 


В пределе идеального классического газа в качестве не¬ 
зависимых компонент могут быть выбраны отдельные моле¬ 
кулы [26]. В квантовом случае динамическая независимость 
компонент не является достаточной (а также необходимой) 
для их статистической независимости, поэтому в качестве 
компонент выбирают не частицы, а одночастичные квантовые 
состояния. 

Когда система состоит из очень большого числа статисти¬ 
чески независимых компонент я» 1, с помощью центральной 
предельной теоремы можно показать, что дифференциальная 
каноническая функция распределения е©(и|р) асимптоти¬ 
чески стремится к гауссову распределению [26 : 

И^{и\ р) ~ —ехр {— (и — й) 2 /2сг 2 }, а 2 = (ц —ц) 2 . (2.95) 

'ѵ 2л (У 

В общем случае выражение (2.95) дает удовлетворитель¬ 
ную аппроксимацию в окрестности максимума канонического 
распределения. Исходя из уравнения (см. (2.46) и (2.65)) 

1п сіО [и) = 8 (и, р)/6 + 1п с!$ (и | р), (2.96) 

теперь можно получить приближенное выражение для диф¬ 
ференциала структурной функции 

1п еЮ (и) з (и, р )/к 1п (йиІ^/2па) — (и — й) 2 /2о 2 . (2.97) 

Поскольку для нормальных термодинамических систем й ~ п, 
а 2 ~ п, 8 ~ п, из (2.97) при и — й получаем, что дифферен¬ 
циальная энтропия Гиббса 5' д и энтропия Больцмана быстро 
сходятся друг к другу (в относительных единицах): 

5г д (й)==5 Б (й)[1 -ф 0(1пп/п)]. (2.98) 

Из асимптотического равенства (2.97) видно, что при фик¬ 
сированном интервале Д и можно дать альтернативное опре¬ 
деление энтропии Гиббса: 

5г (и) = к 1п ДО (и), (2.99) 


которое является «промежуточным» по отношению к опреде¬ 
лениям 5гд и 5ги- Ширина энергетического слоя Д и в этом 
определении асимптотически несущественна. 

На основе соотношения (2.99) структурную функцию 
С іО(и ) иногда называют термодинамической вероятностью, д 
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энтропию определяют как логарифм этой вероятности. Строго 
говоря, интерпретация йС как вероятности лишена необходи¬ 
мых для этого оснований [95]. Связь между энтропией и ве¬ 
роятностью для данного флуктуационного состояния, напри¬ 
мер состояния, в котором энергия одной из двух подсистем 
изолированной составной системы принимает значение и', 
можно установить, подставляя (2.99) в выражение для соот¬ 
ветствующей микроскопической вероятности 

йЗГ (и'\ и) = йО' (и') а О" {и - и')І<Ю ( и ), (2.100) 

откуда получаем 

аЗГ(и'\и) = ехр{к- 1 [5' г (и) + 5" (и — и') - 5 Г (и)]}. (2.101) 

Последнее соотношение является отправной точкой развития 
теории флуктуаций Эйнштейна (разд. 2.2). 

2.4.2. Обобщение понятия энтропии 
на неравновесные системы 

Следуя методу Тиссы [95], рассмотрим систему, природа ко¬ 
торой задана структурной функцией О (и, х) или множеством 
ее микросостояний. Если система не находится в равновесии, 
то она в принципе может допускать описание с помощью ан¬ 
самбля, который отличается от канонического. Предположим, 
что, согласно, соответствующей функции распределения, ве¬ 
роятность микросостояния і равна фі, причем {фі) удовлетво¬ 
ряет условию нормировки ^фі = \. Обычно энтропия, свя- 

і 

занная с функцией распределения ф (энтропия есть свойство 
ансамбля), определяется как (ср. с (2.67)) 

5<*) = _ к ^ фііпфі- (2.102) 

І 

С помощью метода множителей Лагранжа легко показать, 
что среди всех нормированных распределений с одной и той 
же средней энергией максимум энтропии достигается только 
при каноническом распределении, т. е. 

5<*><$ = /г(Ф + рй). (2.103) 

Этот факт может быть использован как основа для пря¬ 
мого метода вывода канонического распределения [61]. 

Вопреки известной аналогии между (2.103) и принципом 
максимума энтропии в МТР (разд. 1.6), существенным здесь 
является различие множеств состояний сравнения — в термо¬ 
статике неканонические функции распределения ф неопреде¬ 
лимы даже как виртуальные состояния [95]. 
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Следуя Джейнсу [61], энтропия (2.102) интерпретируется 
как количественная мера неопределенности информации, ко¬ 
торая содержится в функции распределения ф. Устанавливая 
формальную связь между теорией информации и статистиче¬ 
ской механикой, Джейнс показал, как из результатов Шен¬ 
нона можно вывести распределение Гиббса. Шеннон [28] 
доказал, что информационная энтропия однозначно опреде¬ 
лима (с точностью до постоянного множителя) при условиях 
непрерывности и аддитивности (см. также [27] ). Информа¬ 
ционную (или шенноновскую) энтропию можно использовать 
как основу для построения равновесной статистической меха¬ 
ники [24] и ее обобщения на неравновесные состояния и 
процессы [13]. При этом принцип максимальности энтропии 
интерпретируется как принцип максимальной достоверности 
информации, содержащейся в функции распределения [13, 
гл. 1, п. 4]. Преимущество этого метода состоит в простоте и 
единстве подхода к равновесным и неравновесным состоя¬ 
ниям. В качестве одного из его недостатков можно указать 
на некоторый субъективизм, который вносится в толкование 
энтропии. 

Ввиду фундаментального значения понятия'энтропии для 
статистической термодинамики вопросу ее максимально об¬ 
щего определения уделяется значительное внимание. Энтро¬ 
пия вводится для распределения вероятностей, заданного на 
(х-конечном пространстве с мерой (П,9І, т) и абсолютно 
непрерывного по отношению к мере пг. Такое распределение 
вероятностей ѵ имеет почти однозначную по пг плотность рас¬ 
пределения / = йѵ/сіт 1 ). Пусть 5 (т) —множество всех пг- не¬ 
прерывных вероятностных распределений на измеримом про¬ 
странстве (й,31), для которых функция / 1п ( является т-ин- 
тегрируемой. Тогда функционал 5(-|п): 5(т)->-Р?, опреде¬ 
ленный как (ср. с (2.66), (2.67)) 

5 (ѵ\ т)= с ^ с/т (-^- 1п ), с>0, (2.104) 

а 

называется обобщенной энтропией Больцмана — Гиббса — 
Шеннона для распределения вероятностей ѵ по отношению к 
мере т [84]. Пространство П интерпретируется как простран¬ 
ство состояний физической системы, а вероятностная мера т 
представляет собой своеобразный «объем» событий на а-ал- 
гебре 91 подмножеств П; энтропия (2.104) служит мерой дис¬ 
персии («размазывания», информационного дефицита) рас¬ 
пределения вероятностей ѵ по отношению к исходной мере т. 

Для того чтобы избежать концентуальных трудностей, ко- 


*) Теорема Радона — Никодима. — Прим, перед. 
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торые возникают при чисто информационтюм толковании 
энтропии, Тисса и Куэй [95] предложили для величин 

5 = -ЕЫпЛ, 5 = -^Е(м)1п[-^§] (2.105) 

і 

принять новый термин «дисперсность распределения», отли¬ 
чающийся от термина «дисперсия случайной величины». Так, 
например, при равномерном распределении энергии по § вы¬ 
рожденным состояниям ее дисперсия равна нулю, тогда как 
дисперсность распределения равна 1п §. 

В поддержку этого предложения приводятся три типичные 
ситуации, в которых дисперсность распределения принимает 
соответственно характер энтропии, информации и статистиче¬ 
ской неопределенности [95]. 

(1) Первый случай соответствует эргодической системе, 
определяемой совокупностью инвариантных фиксированных 
переменных, которая находится в термодинамическом равно¬ 
весии. Система непрерывно совершает переходы между со¬ 
стояниями, определяемыми свободными (флуктуирующими) 
переменными. Здесь дисперсность функции распределения по 
промежуточным состояниям имеет стандартный термодина¬ 
мический смысл энтропии. Этот смысл обусловливается эрго¬ 
дичностью микроскопической динамики. Свойства системы 
вычисляются путем усреднения по свободным переменным не 
из-за отсутствия точной информации о ее состоянии, а, напро¬ 
тив, благодаря тому, что известно ее действительное поведе¬ 
ние, которое является средним по этим промежуточным со¬ 
стояниям. 

(2) Распределение молекул, которые принадлежат конеч¬ 
ному числу классов изомеров или другим хорошо определен¬ 
ным вариантам, описывается с помощью функции распреде¬ 
ления по фиксированным переменным, которые различают 
отдельные классы. Эти распределения не эргодичиы; их дис¬ 
персность дает количественную меру полидисперсии мате¬ 
риала в смысле, который используется в химии полимеров. 

Если выделить в качестве подансамбля молекулы одного 
класса, т. е. те, которые имеют один и тот же набор фиксиро¬ 
ванных переменных, дисперсность соответствующей функции 
распределения будет равна нулю. Разность дисперсности 
исходной и новой функции распределения можно рассматри¬ 
вать как меру информации, которая содержится в выборе 
данного подансамбля. Если рассматривать молекулу ДНК, 
ее «полиднсперсность» является мерой сохраняемой генети¬ 
ческой информации. 

Наряду с рассмотренным распределением молекул по 
классам, разумеется, существует и распределение по микро- 
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состояниям, через которые молекулы проходят при своем 
тепловом движении. Дисперсность этого последнего распре¬ 
деления и является термодинамической энтропией; она пол¬ 
ностью отличается от меры, соответствующей степени орга¬ 
низации, или количеству информации, сохраняемому в макро¬ 
молекуле. 

(3) Ситуации третьего типа реализуются для систем в 
метастабильном неравновесном состоянии, таком, как состоя¬ 
ние стекла, которое характеризуется огромным числом квази- 
фиксированных переменных, распределенных случайным об¬ 
разом. Время релаксации квазификсированных переменных 
(например, положений центров и ориентаций основных струк¬ 
турных полиэдров стекла) неизмеримо больше характерных 
времен перехода между микросостояниями, определенными 
свободными параметрами. В этом случае в принципе можно 
ввести виртуальный ансамбль стекла, описываемый функцией 
распределения по квазификсированным переменным. Послед¬ 
ние считаются случайными величинами, принимающими кон¬ 
тинуум значений. Дисперсность этой функции распределения 
является мерой незнания точной идентификации системы по 
квазификсированным переменным. Энтропия в этом случае 
определяется другой величиной, а именно дисперсностью 
функции распределения по свободным переменным. 

2.5. Линейная неравновесная теория Онсагера 

Термодинамическая теория флуктуаций рассматривает два 
класса проблем: 1) распределение значений флуктуирующих 
величин в статистическом ансамбле в фиксированный момент 
времени (теория флуктуаций, не зависящих от времени, 
разд. 2.2 и 2.3), 2) эволюция значений флуктуирующих ве¬ 
личин одной и той же системы во времени, усредненная по 
всем системам ансамбля (теория флуктуаций, зависящих от 
времени). 

Если два состояния термодинамической системы разделе¬ 
ны достаточно большим интервалом времени т, они стано¬ 
вятся статистически независимыми (система «забывает» на¬ 
чальное состояние), но между двумя близкими по времени 
состояниями существует определенная статистическая корре¬ 
ляция. Зависящие от времени корреляции между флуктуи¬ 
рующими термодинамическими параметрами играют основ¬ 
ную роль в теории необратимых процессов. Вопрос об их 
вычислении является центральной проблемой теории, но фе¬ 
номенологическая термодинамика не располагает средствами 
для его решения. 

Исторически первый общий и плодотворный подход к тер¬ 
модинамической временной теории флуктуаций был предло- 
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жен Онсагером в 1931 г. [85] и позднее развит Онсагером и 
Махлупом [86]. Основная идея этого подхода состоит в том, 
что именно феноменологические законы неравновесных про¬ 
цессов определяют среднее поведение корреляций между 
флуктуирующими параметрами в разные моменты времени. 
Используя принцип микроскопической обратимости, Онсагер 
[85] установил первые общие соотношения в термодинамике 
необратимых процессов, которые получили название соотно¬ 
шений взаимности. 

Известно, что для макроскопических процессов переноса, 
протекающих независимо, при определенных условиях (для 
не очень больших градиентов, разд. 2.1) справедливы линей¬ 
ные соотношения между потоком и порождающей его термо¬ 
динамической силой. Например, для переноса электрического 
заряда имеет место закон Ома 

ф= —<туф> (2.106) 

а для переноса тепла — закон Фурье 

ф = - (2.107) 

Здесь ф— электрический ток, протекающий в среде, которая 
имеет удельную проводимость а, под воздействием электри¬ 
ческого поля с потенциалом ф = ф(г); ф— поток тепла; 
и — коэффициент теплопроводности и Т = Т(г) —неоднород¬ 
ное поле температуры. 

Явления, при которых наблюдается взаимодействие между 
одновременно протекающими процессами переноса, изучаются 
давно: например, термоэлектрический эффект, возникающий 
при одновременном протекании электрического тока и тепла, 
был исследован Кельвином еще в 1854 г. В этом случае ли¬ 
нейные феноменологические уравнения (2.106), (2.107) при¬ 
нимают вид 

ф = /,„Х, + і 12 Х 2 , ф = -^2іХі “Ь Ь 22 Х2> (2.108) 

где через ф, ф обозначены макроскопические потоки ф, ф, 
а через Хі, Х 2 —соответствующие термодинамические силы, 
пропорциональные Ѵф и ѴГ; феноменологические коэффи¬ 
циенты А 12 и і 2 \ описывают перекрестный термоэлектриче¬ 
ский эффект. Используя термодинамические аргументы и не- 
которуе дополнительные допущения, Кельвин установил пер¬ 
вое соотношение взаимности 

Ьп — ^2і. (2.109) 

которое было затем подтверждено экспериментальным путем. 

Аналогичные соотношения взаимности установлены и в 
теории процессов переноса в электролитах Гельмгольца 
(1876 г.); при одновременном протекании теплового и диффу- 
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знойного потока (эффекты Соре и Дюфура) они получены 
Истманом (1926 г.). Из-за неполноты приводимых аргументов 
эти ранние выводы соотношений взаимности Онсагер харак¬ 
теризовал как квазитермодинамические. 

Теория, развитая Онсагером [85], является общей и не 
ссылается на конкретный механизм явлений переноса. Основ¬ 
ные положения, на которых она основывается, следующие: 
1) принцип микроскопической обратимости; 2) теория равно¬ 
весных флуктуаций; 3) постулат о связи между спонтанными 
флуктуациями и необратимыми процессами переноса; 4) ли¬ 
нейные феноменологические уравнения переноса. 

1. Принцип микроскопической обратимости является след¬ 
ствием инвариантности уравнений микроскопической дина¬ 
мики как классической, так и квантовой по отношению к ин¬ 
версии времени 1-* —1 1 ). В рассматриваемом контексте это 
означает, что если а.\ и а 2 — термодинамические параметры, 
которые являются функциями координат микрочастиц (моле¬ 
кул, атомов и т. д.) и четными функциями их импульсов, то 
условная вероятность события а 2 (г) = а' при условии 
0 ^ 0 ) = а] равна условной вероятности события а,(г) = а] 
при условии а 2 (0) = а' (так называемый принцип детального 
равновесия, см., например, [10]). В случае стационарного 
ансамбля, т. е. ансамбля с функцией распределения вероят¬ 
ностей, которая не зависит явным образом от времени, от¬ 
сюда следует равенство соответствующих корреляционных 
функций 

«1 ( 1) а 2 (1 + т) = а 2 (/ — т) а, [1) = а 2 (0 а, (I -ф т). (2.110) 

Величины (2.110) зависят только от разности времен; для них 
вводится обозначение 

А і ,(г) = а 1 (()а І (( + х). (2.111) 

Аналогичные рассуждения, проведенные для термодинами¬ 
ческих параметров р,, которые являются нечетными функ¬ 
циями импульсов микрочастиц, приводят к соотношениям 

[42, 56] _ _ 

«1 (0 02 {і + т) = — И, (/ -ф т) р 2 {I), 

( 2 . 112 ) 

Рі(фр 2 (/+т)=Рі(/ + т) р 2 (Д 

2. Термодинамическая теория равновесных флуктуаций, 
которая изучает свойства случайных отклонений термодина¬ 
мических параметров от средних по ансамблю значений в 


') Предполагается отсутствие кориолисовых сил и магнитных полей. 
При наличии внешнего магнитного поля Н полной операцией симметрии яв¬ 
ляется 1->- — I, Н -»-Н. 
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один и тот же момент времени, рассматривается в разд. 2.2 
и 2.3. Исторически она берет свое начало от эйнштейновской 
интерпретации принципа Больцмана о связи между энтро¬ 
пией и термодинамической вероятностью (разд. 2.4). Расши¬ 
рение области применимости определения энтропии на извест¬ 
ный класс неравновесных состояний позволяет получить функ¬ 
цию распределения флуктуаций. 

Энтропия играет роль термодинамического потенциала в 
случае изолированной системы. Строгий подход, основанный 
на статистических ансамблях Гиббса (разд. 2.4), показывает, 
что однозначный термодинамический смысл понятию энтро¬ 
пии изолированной системы можно придать только при на¬ 
личии большого числа статистически независимых компонент 
(степеней свободы). Полученная при этом условии связь 
(2.99) между энтропией и структурной флуктуацией позво¬ 
ляет обосновать теорию Эйнштейна для случая термодинами¬ 
ческих систем в состоянии ограниченного равновесия, т. е. 
для систем, разделенных ограничивающими стенками 
(разд. 1.6) на макроскопические подсистемы, каждая из ко¬ 
торых находится в своем равновесном состоянии. Эта воз¬ 
можность иллюстрируется выражением (2.101): 

(У' | У) си ехр {[5' (У') + 5" (У") -3(У' + У")]/к}, (2.113) 


которое описывает вероятность состояния двух (равновесных) 
подсистем одной изолированной составной системы, имеющих 
энергии 17' и У" {У' + У” = У = сопзі). Если рассматри¬ 
ваемое состояние достаточно мало отличается от состояния 
равновесия без соответствующего ограничения, т. е. когда 
У' = К У = К {К + Ѵ*=Ѵ) и 5 (У) = 8' (У') + 8" (У"), 
то распределение вероятности будет гауссовым, так как 


где 


А5 - 5' (У') + 5" (У") - 3 (У) » - 4 


д 2 8' 
ді Я 


и = и' 


д 2 3" 

дУ 2 


и=и. 


о 


> 0 . 


В выражении (2.114) параметр 

а = У'-У' 0 =-(У"-У'') 


(2.114) 

(2.115) 

(2.116) 


описывает отклонение от полного (без ограничений) равнове¬ 
сия, а неравенство в (2.115) является следствием фундамен¬ 
тального свойства вогнутости энтропии (разд. 1.5 и 1.6). 

По определению термодинамическая сила равна 




д(А8) 

до. 


дЗ' 

дУ 




дЗ" 

дЦ 




_ 1 _ 

Г 


1 

у// 


уг- (2-117) 
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При снятии ограничения она вызывает необратимый процесс 
выравнивания температур и установления полного равнове¬ 
сия в системе. 

Представленный термостатический формализм [92] при¬ 
меним к действительным неравновесным состояниям термо¬ 
динамической системы при условии, что характер ограничен¬ 
ного равновесия сохраняется, хотя и без реальных ограничи¬ 
вающих стенок (по существу, это условие квазилокального 
равновесия, разд. 2.1). Следовательно, если определить эн¬ 
тропию неравновесного (но локально-равновесного) состоя¬ 
ния как сумму энтропий отдельных физически элементарных 
подсистем, вероятность этого состояния будет равна 

Г(а) = Сехр{-Д5(а)/&}, Д$ = 5 (а) - 5 (0). (2.118) 

Здесь а = {аі, ..., а„}—совокупность экстенсивных локаль¬ 
но-равновесных термодинамических параметров, значения 
которых для удобства отсчитываются от состояния полного 
равновесия (а = 0); С — нормировочная постоянная. Выра¬ 
жение (2.118) справедливо, когда каждый параметр а, ха¬ 
рактеризует квазиравновесную подсистему, содержащую 
большое число частиц. 

В приведенных рассуждениях неявно предполагалось, что 
набор параметров а достаточен для полного описания тер¬ 
модинамического состояния системы. Если их число меньше, 
формула (2.118) остается в силе, причем 5( а) соответствует 
максимальной энтропии, совместимой с заданными значе¬ 
ниями параметров а. 

Вероятность У/(а) существенно отлична от нуля лишь 
при Д5 («),<;&. Принимая во внимание значение постоянной 
Больцмана /г = 1,38-10 -23 Дж/К и макроскопическое значе¬ 
ние энтропии 5(а), получаем, что (вне области критических 
явлений) вероятность значительных флуктуационных откло¬ 
нений от равновесия исчезающе мала. Для малых отклоне¬ 
ний а 


Д5 (а) = — -і- ^ 8ца { а.] + . . 

<./= і 


(2.119) 


где 


<Э 2 5 (а) 
&Ч— да ( да ] 


а=0 


, л, (2.120) 


есть положительно определенная матрица. Ограничение квад¬ 
ратичными членами в разложении (2.119) означает, что мы 
ограничиваемся гауссовым распределением вероятностей для 
флуктуирующих величин, 
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Подставляя (2.119) в (2.118), получаем 

й7( а ) = Сехр| — Аг 1 (2.121) 

Распределение вероятностей (2.121) позволяет вычислить 
независящие от времени корреляционные функции 

а і а 1 = ^ ^ Д с/а 4 а*а ; ЙР(а). (2.122) 

к =1 

Удобнее находить не сами средние значения (2.122), а их 
линейные комбинации 

®ІХ/ = — (2.123) 

где величины 

п 

*!-*“*• І= 1 . П ' ( 2Л24 ) 

1 к -1 

цо определению представляют собой термодинамические 
силы, сопряженные соответствующим параметрам а і : 

П П 

те *»$... Ш г{а)= * І-Ш аал г {а)= 

= /г 5 ... 5 П 4а к \ йа іЩ = - щ. (2.125) 

* Ф! 1 

Полученный результат будет использован при определе¬ 
нии зависящих от времени корреляционных функций (2.111). 

3. Постулат о связи между спонтанными флуктуациями и 
необратимыми процессами может быть сформулирован сле¬ 
дующим образом [86]: «среднее затухание (регрессия) флук¬ 
туаций из данного неравновесного состояния подчиняется тем 
же законам, что и соответствующий необратимый процесс». 

Под средним затуханием величины а,- из начального (не¬ 
равновесного) состояния а' подразумевается среднее значе¬ 
ние ос і в момент времени I -\-х при условии, что а = а' в мо¬ 
мент времени і : 

(а,, і-\-х\а', ^ ... ^ Д йа к а 1 Ѵ7 2 {а, I т| а', і). (2.126) 

к = \ 

Здесь (а, I-\-х\а', і ) —условная вероятность того, что 
флуктуирующие переменные принимают значения а = 
= {аі, ..., ос ге } в момент времени і х при условии, что они 
имели значения а' = {а'[.а'} в момент і. Если процесс 
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стационарный, т. е. инвариантный по отношению к трансля¬ 
циям во времени, то эта вероятность не зависит явным обра¬ 
зом от момента времени і, а только от разности времен: 

Г, (а, і + т | а', I) = й? 2 (а, т | а'). (2.127) 

В' этом случае условное среднее (2.126) будет обозначаться 
кратко через 

«* К, т) = <а/, ( + т | а', /). (2.128) 

Зависящая от времени корреляционная функция (2.111) 
по определению равна 

А Ч (т) « ^ ^ П йа к а\№ (а') ^ ^ Д йа / а / Г 2 ( а - т ' “')• 

к I 

(2.129) 

С помощью (2.126) и (2.128) ее можно записать в виде 

х) =а і а і (а', %). (2.130) 

Смысл изложенного постулата заключается в следующем 
утверждении: средняя эволюция не зависит от того, было ли 
начальное состояние достигнуто в результате спонтанной 
флуктуации или в результате искусственно созданных усло¬ 
вий (снятие ограничений). Как подчеркивается в работе [86], 
из этого постулата вытекают весьма существенные следствия: 
гауссов стационарный случайный процесс оказывается и мар¬ 
ковским случайным процессом, поскольку временная зависи¬ 
мость условных средних значений (2.126) описывается диф¬ 
ференциальными уравнениями первого порядка по времени, 
какими являются феноменологические уравнения. Этот же 
результат можно получить, если прямо постулировать, что 
система «не помнит», как она достигла данного состояния. 
Здесь уже существенным является то, что параметров а 
должно быть достаточно для однозначного определения тер¬ 
модинамического состояния. 

Относительно параметризации системы посредством пере¬ 
менных а в оригинальной статье Онсагера [85] приведены 
следующие соображения. Наиболее вероятное неравновесное 
термодинамическое состояние Г', которое имеет данные зна¬ 
чения параметров а = а', соответствует максимальной эн¬ 
тропии при наложенных ограничениях (т. е. занимает мак¬ 
симально допустимый объем в фазовом пространстве микро¬ 
состояний). Поэтому если макроскопические переменные 
а— {«і, ..., а л } выбраны подходящим образом, то почти 
каждый раз, когда они принимают данные значения а — а', 
система оказывается в термодинамическом состоянии Г'. То¬ 
гда условное среднее (2.126) будет совпадать с функцией со- 
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стояния <а/ + х [ (}, эволюция которой описывается за¬ 

конами неравновесных процессов, установленными на фено¬ 
менологическом уровне. Со статистической точки зрения пред¬ 
сказания эмпирических законов действительны именно для 
усредненной эволюции необратимых процессов, начинающих¬ 
ся из одного и того же начального термодинамического со¬ 
стояния. 

С другой стороны, ясно, что постулированная выше связь 
с феноменологическими законами эволюции может иметь ме¬ 
сто только для средних в гидродинамической пространствен¬ 
но-временной шкале флуктуаций. 

На первый взгляд принятый постулат находится в явном 
противоречии с принципом микроскопической обратимости. 
Например, в простейшем случае одномерного уравнения теп¬ 
лопроводности феноменологическое уравнение для величины 
(2.128) имеет вид 

а(а',т) =— па (а', т), к > 0. (2.131) 

Поскольку по определению а(а',0) = а', 

а (а', т) = а / е~ кх , т>0, (2.132) 

и автокорреляционная функция принимает вид 

А (т) = (сю (т)) = (а 2 )е~ хх , т^О. (2.133) 

Решения (2.132) и (2.133) имеют физический смысл 
только при т ^ 0; при т < 0 система была приготовлена в 
неравновесном состоянии (в состоянии ограниченного равно¬ 
весия), с которого начинается необратимый процесс (при 
т>0), возникающий после снятия ограничений в момент 
т = 0. Временную эволюцию при т <С 0 можно построить, ис¬ 
пользуя принцип микроскопической обратимости. Согласно 
этому принципу (см. (2.110)), а (а', т) и А(х) должны быть 
четными функциями времени, т. е. 

а (а', т) = а'е~*і х >, А (т) = (а 2 )е~ х I х I. (2.134) 

Возникающий при этом разрыв первых производных по 
времени для функций (2.134) указывает на известный факт, 
заключающийся в том, что макроскопические уравнения 
представляют усредненную в гидродинамическом временном 
масштабе микроскопическую картину. Поэтому они могут 
быть справедливы только для значений времени |т|3>т т 
(разд. 2.1). 

Более существенным представляется «парадокс», который 
можно сформулировать следующим образом: когда время ра¬ 
стет от —оо до 0, в соответствии с (2.134) возникает расту¬ 
щая макроскопическая флуктуация. Это обстоятельство ука¬ 
зывает на то, что требуется ответ на вопрос, почему макро- 
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скопические законы всегда предсказывают релаксацию не¬ 
равновесных состояний и возрастание энтропии (второе на¬ 
чало термодинамики), тогда как из микроскопической дина¬ 
мики следует также возможность эволюции в обратном на¬ 
правлении, т. е. в направлении нарастания флуктуаций и 
убывания энтропии. В классических работах Смолуховского 
[21] указывается, что суждения об обратимости или необ¬ 
ратимости данного процесса имеют вероятностный характер 
и связаны с точностью и продолжительностью наблюдения. 
Термодинамическое состояние не определяет однозначно мик¬ 
роскопическое состояние, а следовательно, и микроэволюцию 
системы: среди огромного множества микросостояний, сов¬ 
местимых с макроскопически заданным начал-ьным состоя¬ 
нием, действительно есть такие, которые развиваются в на¬ 
правлении убывания энтропии. Если, однако, начальное 
состояние существенно отклоняется от равновесного, то с 
преобладающей вероятностью процесс будет направлен к до¬ 
стижению равновесия. В случае когда начальное состояние 
очень близко к равновесному (флуктуация очень мала), оба 
направления развития процесса приблизительно равнове¬ 
роятны. 

Затронутый вопрос непосредственно связан с проблемой 
обоснования статистической механики, и его подробное об¬ 
суждение выходит за рамки настоящей книги. Подробный 
критический анализ этой трудной проблемы проведен Кры¬ 
ловым [16]; представление о трудностях и о средствах, пред¬ 
лагаемых для их преодоления, дает краткий обзор [105] '). 
Здесь мы ограничимся лишь замечанием, что верхняя граница 
времени наблюдения т м , в течение которого справедливы фе¬ 
номенологические уравнения необратимых процессов, опре¬ 
деляется теоремой возврата Пуанкаре. В соответствии с этой 
теоремой конечное движение всякой изолированной механи¬ 
ческой системы имеет квазипериодический характер с про¬ 
должительностью так называемых циклов Пуанкаре 
тп (*о, е, АО, величина которых зависит от начального состоя¬ 
ния хо, точности в возврата в это состояние и числа частиц 
системы N. Оценки, проведенные для некоторых простейших 
динамических систем, показывают, что хп быстро стремится 
к бесконечности при N -*■ оо 2 ). 

Резюмируя, можно сказать, что статистический характер 
второго начала термодинамики не противоречит принципу 
микроскопической обратимости, если наблюдения начинаются 


*) Мы рекомендуем также обратить внимание иа приложение во вто¬ 
ром томе книги [121*] и статью [124*]. — Прим, перев. 

2 ) См., например, работы [125*, 126*], где даны оценки величины цик¬ 
лов Пуанкаре для различных конкретных моделей. — Прим, перев. 
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с начального неравновесного состояния и их продолжитель¬ 
ность много меньше тп- Статистический характер не проти¬ 
воречит также и возможности появления макроскопических 
флуктуационных состояний с меньшей энтропией. Феномено¬ 
логические уравнения необратимых процессов не учитывают 
возможность появления флуктуаций в системе. Они совме¬ 
стимы с принципом микроскопической обратимости только 
в том случае, если принять, что средняя эволюция локально¬ 
равновесных флуктуаций отвечает следующей картине: в мо¬ 
мент времени т = то возникает неравновесное флуктуацион- 
ное состояние с «произвольно» заданными значениями пара¬ 
метров а, затем оно начинает релаксировать к равновесию 
в соответствии с феноменологическими законами; эволюция 
флуктуации до этого момента (т = т 0 ) определяется обра¬ 
щенным во времени ходом релаксации, которая имеет место 
после То- Естественно, что это представление может быть 
справедливо только для крупномасштабных флуктуаций 
(разд. 2.1). Кроме того, оно предполагает быстрый спад ве¬ 
роятности флуктуаций с увеличением отклонения от равно¬ 
весия. 

4. Линейная связь между потоками Ф и термодинамиче¬ 
скими силами X/, которая задается феноменологическими 
уравнениями переноса') 

/=1 . П ' (2Л35) 

является существенной для теории Онсагера. Вопрос о том, 
справедлива она или нет при данных условиях, подлежит 
экспериментальной проверке и здесь обсуждаться не будет. 
Согласно мнению Николиса [83], которое содержится в его 
последнем обзоре (1979 г.), посвященном неравновесной тер¬ 
модинамике «в действии», линейная связь для процессов пе¬ 
реноса является настолько общей, насколько и локальная 
формулировка неравновесной термодинамики. Положение в 
корне отличается при химических реакциях, когда линейность 
требует, чтобы химическое сродство было намного меньше 
тепловой энергии. 

В первоначальной формулировке теории Онсагера делает¬ 
ся одно значительно сужающее область ее применимости 
предположение: термодинамический поток должен выра¬ 
жаться в виде производной по времени от подходящего 
(усредненного по флуктуациям) параметра состояния, т. е. 

ф==й г . (2.136) 


>) Для изотропных сред справедлив принцип Кюри, согласно кото¬ 
рому процессы разной тензорной размерности не могут быть взаимосвя¬ 
заны. 
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Определение (2.136) справедливо для дискретных систем 
и скалярных процессов, но оно не имее? необходимого для 
сплошных сред вида, соответствующего уравнению баланса 
величины а (разд. 4): 

ра = — (1іѵі1 а . (2.137) 

Здесь а — локальная термодинамическая величина, отнесен¬ 
ная к единице массы, р-—локальная плотность массы, і1 а — 
локальная плотность векторного потока величины сс; в урав¬ 
нении (2.137) предполагается (для простоты) отсутствие ис¬ 
точника. 

Обобщение теории Онсагера на векторные и тензорные 
процессы было проведено Казимиром [42] и де Гроотом и 
Мазуром [56] (см. также [10]). 

Имея в виду указанные выше ограничения, приведем здесь 
доказательство соотношений взаимности для скалярных про¬ 
цессов. Отметим, что кинетическая энергия, связанная с мак¬ 
роскопическими потоками, не учитывается в теории. Это 
означает, что ее вклад должен быть пренебрежимо малым 
186]. 

Согласно принципу микроскопической обратимости 
(2.110), зависящая от времени корреляционная функция 
удовлетворяет соотношению 

А и (т) = А, { (т), (2.138) 

которое с помощью (2.130) молено записать в виде 

(а', т) = а ; а, (а', т). (2.139) 

Отсюда следует равенство 

{а і (а ; (а , > т) — а, (а', 0)) = а, (а* (а', т) — а, (а', 0)). (2.140) 

Переходя в выражении (2.140) к пределу при т->-0 (но 
т Тщ!) , получаем 

а* а./ (а', 0) = а у а ( - (а', 0). (2.141) 

Согласно принятому постулату, величины а/(а', т) удов¬ 
летворяют уравнению (1.135), причем по определению 

а ; (а', т)= ф(а', т) (2.142) 

представляет собой макроскопический поток, связанный с ве¬ 
личиной а,- в момент времени т при условии, что начальное 
состояние системы в момент і = 0 было а' = {«(, ..сГ}. Из 
соотношений (2.141), (2.142) и (2.135) получаем 
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где X* — обобщенные термодинамические силы (2.124), а 
корреляционная функция относится к моменту времени ( = 0. 
Следовательно, используя (2.125), получаем 

Су і Суу, і , / 1,...,ц. (2.144) 


Очевидно, что вывод этого соотношения существенным об¬ 
разом зависит от гауссова характера распределения флук¬ 
туирующих параметров (2.121) и линейности феноменологи¬ 
ческих уравнений (2.135) по отношению к флуктуирующим 
параметрам (т. е. Ь ік не должны зависеть от а). 

Соотношения взаимности (2.144) приводят к смешанным 
соотношениям вида 


діі ді) 

ЖГ = "дХ) ’ 


(2.145) 


которые играют существенную роль в теории явлений пере¬ 
носа аналогично соотношениям Максвелла (разд. 1.3) в клас¬ 
сической термодинамике [83]. 

Скорость изменения энтропии, или так называемое про¬ 
изводство энтропии, можно получить, дифференцируя тожде¬ 
ство 

5 (а', т)= — у ^ К, т) а, (а', т) (2.146) 

Ч 

по времени т. Используя определения (1.124) и (2.142), по¬ 
лучаем 

5= X ёцйійі= Л Х)>0. (2.147) 

И ч 

Если в это равенство подставить выражения для потоков 
из феноменологических уравнений (2.135), то получим квад¬ 
ратичную по силам форму 

5= I Е;/ХуХ / = 2Т(Х, Х)>0. (2.148) 


В 1 случае линейно-независимых потоков и сил система 
уравнений (2.135) допускает решение относительно X*: 

Х к = ^ Кік'іі- (2.149) 

І 


Подстановка решения (2.149) в (2.147) приводит к квадра¬ 
тичной по потокам форме 

5=ЦЯіМ^2Ф(3, 3). ( 2 . 150 ) 

<7 

Функция Ф(.1, 4) была введена Рэлеем (1873 г.) в связи 
с исследованием взаимного влияния сил трения; она назы¬ 
вается диссипативной функцией. 
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Неотрицательная определенность квадратичных форм 
Ѵ(Х, X) и Ф(.І, .1) следует из второго начала термодинамики 
и накладывает соответствующие ограничения на коэффи¬ 
циенты матриц (Ьц) и (/?,;). Эти квадратичные формы играют 
роль потенциальных функций соответственно для потоков и 
термодинамических сил. Их спецификация эквивалентна за¬ 
данию феноменологических уравнений (2.135) и (2.149). 

Первый вариационный принцип для уравнений линейной 
неравновесной термодинамики—принцип наименьшего рас¬ 
сеяния энергии Рэлея — был сформулирован в общем виде 
Онсагером [85] и развит позднее Онсагером и Махлупом 
[86] (см. также [92]). Подробное обсуждение вариационных 
принципов содержится в книге Дьярмати [12]. Современное 
применение лагранжиана Онсагера — Махлупа в теории ста¬ 
ционарных диффузионных процессов рассмотрено в работе 
[103]. 

Приближенный характер линейных эмпирических уравне¬ 
ний (2.135) стимулировал ряд исследователей к поиску не¬ 
линейных обобщений теории Онсагера. В этой связи пред¬ 
ставляет интерес работа Холмса и Мортимера [58], в кото¬ 
рой эмпирические уравнения представляются в виде 

^ X ^ч/Х/ + X ^ МцьХ/Хь + X ^ N ІІИ Х,Х к Хі. 

(2.151) 

При попытках удержать члены более высокого порядка 
в разложении энтропии (2.119) возникают два типа трудно¬ 
стей: во-первых, есть основания сомневаться в применимости 
теории флуктуаций Эйнштейна, если члены выше второго по¬ 
рядка играют существенную роль (разд. 2.2); во-вторых, 
удержание дополнительных членов делает невозможным яв¬ 
ное вычисление корреляционных моментов. В работе [58] 
разложение энтропии проведено до членов четвертого по¬ 
рядка по а , но плотность вероятности аппроксимирована 
гауссовым распределением (2.121). Показано, что при из¬ 
вестных условиях дисперсия а 2 гауссова распределения 
играет роль малого параметра и корреляционные моменты 
имеют порядок 

а” 1 ... а™ г — О (о т ), т=^тг (2.152) 

І =* 1 

По степеням малого параметра о 2 построена иерархия урав¬ 
нений, которые обобщают соотношения Онсагера, а именно 
соотношения взаимности (2.144) следуют в этом случае из 
разложения с точностью до а 2 . Обобщенное соотношение Он¬ 
сагера более высокого порядка имеет порядок о 4 и приводит 
к линейным соотношениям между величинами и Мц я в 
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(2.151); коэффициенты в этих соотношениях зависят от при¬ 
роды системы. 

Полученные результаты в принципе отличаются от тех, 
которые получаются на основе чисто феноменологических, 
нестатистических соображений, ведущих к обобщенным со¬ 
отношениям Онсагера, которые «устанавливают» в отдельно¬ 
сти симметрию коэффициентов второго порядка (М, 7 .,), 
третьего порядка (N,7^) и т. д. Это обстоятельство вынудило 
Холмса и Мортимера [58] поддержать существующее мне¬ 
ние о том, что статистический подход, который использует 
принцип микроскопической обратимости, является существен¬ 
ным для вывода правильных соотношений взаимности. 

2.6. Флуктуационно-диссипационная теорема 

Теорема Онсагера, которую мы рассмотрели в разд. 2.5, рас¬ 
крывает связь между корреляционными функциями флуктуи¬ 
рующих параметров в состоянии равновесия и линейными 
феноменологическими уравнениями необратимых процессов. 
Применение принципа микроскопической обратимости к вре¬ 
менным корреляционным функциям приводит к соотноше¬ 
ниям взаимности для феноменологических коэффициентов. 

Еще одна связь между равновесной и неравновесной тер¬ 
модинамикой устанавливается с помощью так называемой 
флуктуационно-диссипационной теоремы. Она устанавливает 
связь между равновесными корреляционными функциями и 
диссипативной частью линейного отклика системы на внеш¬ 
ние термодинамические силы. Интерпретация кинетических 
коэффициентов (коэффициентов пропорциональности между 
термодинамическими силами и потоками в линейной теории 
переноса) в качестве характеристик линейной реакции на 
малые возмущения раскрывает новую принципиальную воз¬ 
можность их априорного вычисления на основе временных 
корреляционных функций. Эта идея получила свое развитие 
и наиболее полную окончательную формулировку в широко 
известной теории Кубо [64]. Как показал Резибуа [88], вы¬ 
ражения для коэффициентов переноса, которые получаются 
классическим методом кинетических уравнений для одночас¬ 
тичных функций распределения, полностью эквивалентны 
соответствующим результатам, полученным методом корре¬ 
ляционных функций. 

Отметим, что микроскопическое вычисление корреляцион¬ 
ных функций для конденсированных сред связано с боль¬ 
шими математическими трудностями и даже в случае про¬ 
стейших систем для них можно получить только прибли¬ 
женное решение. В ряде случаев корреляционные функции 
могут быть определены экспериментальным путем, например 
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с помощью рассеяния частиц (или света) на локальных флук¬ 
туациях в системе [60]. 

Известным частным случаем флуктуационно-диссипаци- 
онной теоремы является формула Найквиста (1928 г.), свя¬ 
зывающая спектральную плотность шума в электрической 
цепи (т. е. тепловые флуктуации электродвижущей силы) с 
ее сопротивлением на данной частоте. Общая флуктуацион- 
но-диссипационная теорема в статистической механике была 
установлена первоначально только для одной флуктуирую¬ 
щей величины Калленом и Вельтоном [38] в 1951 г. Позднее 
она была обобщена на случай нескольких флуктуирующих 
величин Калленом и др. [40]. Аналог этой теоремы в макро¬ 
скопической термодинамике был сформулирован и доказан 
Калленом и Грином [39] в 1952 г. 

Для количественного описания меняющегося во времени 
воздействия на рассматриваемую термодинамическую систе¬ 
му Каллен и Грин вводят так называемый управляющий ре¬ 
зервуар, который характеризуется зависящими от времени 
интенсивными параметрами р к (і), к—\, ..., п. Условие при¬ 
менимости квазистатического формализма требует, как обыч¬ 
но, чтобы время релаксации резервуара тк было намного 
меньше характерного времени изменения функций р к {і) 
(разд. 2.1). В общем случае мы можем записать 

оо 

Рк^ = РІ + ^Щ $ йаЪ к к= 1, п, 

(2.153) 

где р\ — постоянная составляющая соответствующего интен¬ 
сивного параметра, а амплитуда Ь к ( со) по условию обращает¬ 
ся в нуль для частот |©|>© макс , где ш макс <т-‘. Приве¬ 
дем рассматриваемую систему в контакт с управляющим ре¬ 
зервуаром; тогда ее экстенсивные параметры х к , сопряженные 
соответствующим р к , становятся функциями времени. Как и 
в термостатике (разд. 2.3 и 1.6), резервуар считается термо¬ 
динамической системой, которая бесконечно больше, чем 
рассматриваемая система, так что его интенсивные парамет¬ 
ры имеют строго определенные значения /?*.((); на них не 
сказывается изменение состояния конечных систем, находя¬ 
щихся в контакте с этим резервуаром. По определению р к (і) 
представляют собой внешние обобщенные термодинамические 
силы. 

При низких частотах управляющих сил экстенсивные па¬ 
раметры системы изменяются квазистатически, что обеспечи¬ 
вает равенство интенсивных параметров системы и резер¬ 
вуара. Но при более высоких частотах реакция системы ста¬ 
новится необратимой. 
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Мгновенные значения экстенсивных параметров рассмат¬ 
риваемой конечной системы в момент времени т будем обо¬ 
значать через хь(г): 

оо 

х к (т) = х\ + -т=- ^ (і(оа к (со) е іш , к = 1. п. 

(2.154) 

Здесь х\ — среднее по ансамблю для величины х к , которое 
получилось бы при постоянных внешних силах р 0 1г 
1= 1, п. Для систем в состоянии устойчивого термоди¬ 
намического равновесия амплитуда реакции а*(и) пропор¬ 
циональна управляющим амплитудам Ъі( со), / = 1, п, 
при достаточно малых значениях последних. Это дает осно¬ 
вание характеризовать линейную реакцию системы матрицей 
обобщенной полной проводимости У к і( со), к, I = 1, п, ко¬ 
торая определяется системой линейных уравнений 

Ш к (а) = 2Х,(со)М©), к= 1, .... п. (2.155) 
с- 1 

В случае одной управляемой переменной имеем 

У (со) = /соа (©)/& (со). (2.156) 

Так как реакция системы имеет конечную скорость, при 
постоянных во времени управляющих силах матрица полной 
проводимости должна иметь вид 

У к і(а>) = іЩ к1 + 0( се 2 ), к,1 = 1 . п. (2.157) 

Коэффициенты ум в (2.157) можно определить, положив 

М®) = У2яДр°6(со), 1=1,..., п. (2.158) 

Тогда 

Р,(0 = РН д Р?> ..Ля, (2.159) 

а к (со) == У§я 2 (®)/і®) 5 (со), к = 1, .... п. (2.160) 

Реакция системы в соответствии с (2.154) и (2.157) будет 
равна 

П 

х к ( т ) = Х 1 + ^ ДР/РйР .«> (2.161) 

откуда находим 

дх° к 

Укі == ~ о ’ •••• Л. (2.162) 

ОРі 

Коэффициенты (2.162) образуют матрицу локально-равновес¬ 
ной обобщенной восприимчивости, Полученный результат 
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показывает, что при малых изменениях внешних сил в окрест¬ 
ности фиксированных значений р\, / = 1, п, матрица 
полной проводимости 

(Эх 0 

Уы{®) = і(і> — г,+ 0( СО 2 ), к, 1—1, ..., п, (2.163) 

дРі 

является функцией равновесного состояния системы, соответ¬ 
ствующего заданным р°. Зависящая от частоты обобщенная 
матрица восприимчивости по определению равна 

дх° 

Ікі ( <0 ) ~Ѵы (©)/«» = ~гт + О (со), к, 1=1 . п. (2.164) 

дРі 

Принципиальное значение имеет то обстоятельство, что 
реакция системы 

П оо оо 

Ч ( т ) = ^ + іг Е 5 тр і ® 5 ^юх«(ю)е г “< г -'>. 

/ = 1—00 —оо 

(2.166) 

где 

аМО-МО-р?, (2.166) 

не может содержать вклад от будущего изменения управляю¬ 
щих сил, т. е. **(т) не должна зависеть от 6 рі(() для зна¬ 
чений времени I > т. Этот принцип причинности реакции 
определяет важные аналитические свойства обобщенной вос¬ 
приимчивости (соответственно обобщенной полной проводи¬ 
мости); функции ім (со) (Уы (©)) аналитичны в нижней полу¬ 
плоскости *) Іш® < 0. Тогда 

со 

^ с1(Рх к1 (<о)е Ш{х -* ) = 0, і>х, 

— оо 

П X 

*к ( т ) = Л + 2 5 М6 Рі (1)х к[ (х — /). (2.167) 

І — 1 —ОО 

Здесь 

оо 

*«(*-*)=— 2ІГ 5 Лчы («)«*•<'-*> (2.168) 

— оо 

— компоненты обобщенной матрицы реакции системы. По¬ 
скольку х к и 6р; являются действительными величинами, 

•) Аналитические свойства %*;(<й) определяются принципом причинно¬ 
сти в форме (2.167). То обстоятельство, что функцию %и(со) можно ана¬ 
литически продолжить в нижнюю или верхнюю полуплоскость со, зависит 
от выбора знаков <в в прямом и обратном преобразовании Фурье. 
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действительной является и величина %ы\ следовательно, 
Xы (®) = Х«(-®)- 

Обобщенная восприимчивость %кі(а>), рассматриваемая 
как функция в комплексной полуплоскости Ітсо<0 , имеет 
действительную и мнимую части: Р?еХ А( (со)^х*, (©). Ітх ы (сй)= 
%''(©), которые связаны друг с другом дисперсион¬ 
ными соотношениями (или соотношениями Крамерса — Кро- 
нига) 



— СО 


3 & (®) 

со' — СО * 



Хкіі®) 
ю' — со 

(2.169) 


Здесь символ 0* означает, что интегралы вычисляются в 
смысле главного значения. Подчеркнем, что дисперсионные 
соотношения (2.169) являются следствием только аналити¬ 
ческих свойств / й ,(о>), которые определяются принципом при¬ 
чинности. 

Действительная часть Х*|(©) комплексной обобщенной 
восприимчивости описывает недиссипативную реакцию систе¬ 
мы, а ее мнимая часть %^(ю) описывает процессы диссипа¬ 
ции. Флуктуационно-диссипационная теорема утверждает, 
что мнимая (диссипативная) часть обобщенной восприимчи¬ 
вости пропорциональна спектральной плотности временной 
корреляционной функции в состоянии равновесия. 

Связь между реакцией системы на приложенные внешние 
силы и временными корреляционными функциями флуктуи¬ 
рующих параметров установлена Калленом и Грином с по¬ 
мощью следующих аргументов. 

1. Рассматриваем флуктуации локальных параметров изо¬ 
лированной системы относительно состояния равновесия: 
а к ~х к — х\, к = \Усредненную эволюцию пара¬ 
метра а,к, начинающуюся из произвольного начального флук- 
туационного состояния а' = {а|, ..., а'}, определяем, наблю¬ 
дая систему в течение достаточно длинного интервала вре¬ 
мени, и каждый раз, когда а спонтанно принимает значение 
а', регистрируем то значение, которое данный параметр при¬ 
мет через время т. Среднее по этим наблюдениям значение 
величины «к обозначаем через а Да', т). 

В совокупности всех состояний системы, для которых 
а = а', каждое микросостояние представлено с одинаковой 
вероятностью, которая, согласно термодинамической теории 
флуктуаций, равна (см. (2.118)) 

Г(а') = Сехр{-Д$(а')/А}. 


(2.170) 
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Следовательно, множество микросостояний системы, которое 
связано с данной флуктуацией а', есть не что иное, как мик¬ 
роканонический ансамбль, соответствующий системе в состоя¬ 
нии ограниченного равновесия со значениями х\ + а к для 
фиксированных локально-равновесных экстенсивных парамет¬ 
ров (разд. 2.5). Если в момент времени і = 0 снять мик- 
роканонические внутренние ограничения, то в момент вре¬ 
мени і = і среднее по ансамблю значение величины а* будет 
равно той же величине а к {а',%), что и выше. Отсюда следует 
связь между спонтанными флуктуациями и необратимыми 
процессами (разд. 2.5), которую постулировал Онсагер. 

Комментируя этот вывод, Онсагер и Махлуп [86] (см. 
также [69]) подчеркнули, что он основывается на неявной 
апелляции к свойству марковости системы (не имеет значе¬ 
ния, является ли исходное состояние а' результатом спон¬ 
танной флуктуации или результатом наложенных извне усло¬ 
вий ограниченного равновесия). 

2. Каллен и Грин считают, что замена микроканониче- 
ского ансамбля каноническим не влияет на макроскопиче¬ 
скую термодинамику системы. 

Как мы видели в разд. 2.2 и 2.4, вопрос об эквивалентно¬ 
сти статистических ансамблей является далеко не тривиаль¬ 
ным. В работе [70] показано, что эквивалентность канони¬ 
ческого и микроканонического ансамблей зависит от условия 
справедливости некоторой аппроксимации. На примере кон¬ 
кретной модели продемонстрировано, что, когда это условие 
не выполняется, использование канонического ансамбля (вме¬ 
сто микроканонического) может привести к неправильным 
результатам. Как отметил Лаке 169], тот факт, что на прак¬ 
тике не возникает различия между двумя ансамблями, тесно 
связан с марковским поведением макроскопических систем 
при подходящим образом выбранных термодинамических пе¬ 
ременных. 

Что касается рассмотренного случая, точные значения 
х1~\-а' к , к= 1, ..., п, экстенсивных термодинамических пе¬ 
ременных существуют только при микроканонических огра¬ 
ничивающих условиях. В 1 каноническом ансамбле, когда си¬ 
стема связана с резервуаром, экстенсивные параметры флук¬ 
туируют, и самое большее, чего можно добиться с помощью 
включения подходящей внешней силы, — это приравнять 
средние значения параметров х к выбранным начальным зна¬ 
чениям х\ + а к . Как мы уже видели, если локальные под¬ 
системы достаточно больше и допускают термодинамическое 
описание, то мелкомасштабные флуктуации (разд. 2.1) пре¬ 
небрежимо малы и усредняются в макроскопической картине, 
а вероятность больших флуктуаций чрезвычайно мала 
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(разд. 2.5). Поэтому, интересуясь только явлениями в гид¬ 
родинамической пространственно-временной шкале, микрока- 
нонические условия действительно можно заменить (со сде¬ 
ланными выше оговорками) приложенными внешними тер¬ 
модинамическими силами (каноническим ансамблем), 
считая, что х к ~ х к . 

Теперь уже можно отождествить среднее затухание спон¬ 
танных флуктуаций с реакцией системы на внешнее воздей¬ 
ствие. Для этого управляющие силы рі(і), 1 = 1, ..., п, 
должны изменяться во времени «ступенчато»: 

|р^ + Др«, ;<о, 

Рі (() = | 1=1, .... я, (2.171) 

| р®. О О, 

где величину Д р^ необходимо выбрать так, чтобы 

х к = х° к + а' к , к=\, .... я, /<0. (2.172) 

Из соотношений (2.158) — (2.162) видно, что величины Др° 

1 = 1, .... я, должны удовлетворять системе линейных урав¬ 
нений 

^^Др«=«;, 1=1 .я, (2.173) 

откуда находим 

/=1 . п (2-174) 

1-1 і 

Следовательно, 

п д о 

вр/(0 = 6(-0У4«;. /=1. .... л. (2.175) 

где Ѳ(0 —ступенчатая функция: 

ГО, / < О, 

Ѳ( Ні, />о. (2Л76) 

Подставляя выражение (2.175) в (2.165), получаем для 
реакции системы следующее выражение: 

х к {т:) = хі + ~ $ Л&% кі {ц>)е ш $ ШѲ(і)е ш . 

]. I 1 — ос — оо 

(2.177) 
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Вычисление интеграла по I проводим с помощью представ¬ 
ления 

с» 

<К0~5Г [тт»*'"'- «>°- •-<>• < 2 - 178 > 

Отсюда находим 

оо 

5 лѳ (() ^ І (со). (2.179) 


Подставляя тождество (2.179) в (2.177) и учитывая в инте¬ 
грале с б-функцией Дирака соотношение (2.164), окончатель¬ 
но получаем 




I 

2 л 


Е 5 ѵ х *' (<в)е '“ т - (2Л80) 


1 . 1-1 


Найденное решение имеет смысл только для т > 0. 

Если принять, что рассматриваемые экстенсивные пара¬ 
метры являются четными функциями импульсов частиц, и 
ограничиться случаем, когда отсутствуют магнитные поля и 
силы Кориолиса, то из принципа микроскопической обрати¬ 
мости (разд. 2.5) следует, что а к (а',х), к = \ . п, яв¬ 

ляются четными функциями времени т. На основе сделан¬ 
ных допущений можно отождествить макроскопически на¬ 
блюдаемые условные средние значения а* (а', т) параметров 
<х к при т>0 с реакцией системы на внешние силы (2.175). 
Для произвольного х Каллен и Грин [39] полагают 

б*, (а', т) = а к (т) + а к (— т) — а', (2.181) 


откуда следует 


т )=і-- Е Д»; 5 ^ 

1,1 = 1 1 —» 

, П , 0 00 . 

1 дРі , г а со 

-- Е <»)}*'“. (2.182) 


I. 1 = 1 I 


Для временных корреляционных функций имеем 


... ^ Д (а') а;а й (а', т). 

(2.183) 


і-і 


А 1к (т) а 1 (() а к {( + т) = $ 



2 . Основы локально-равновесной термодинамики 


137 


Тогда соответственно находим 


А 


Ік 


, 1 V др і — с 

м=- Е ) 

І, / — 1 / —с 


-тПЛ ®)* 1 


со 


-- 5 

я Л 


с?со 

-тПі(®)«‘"- 


(2.184) 


При выводе последнего соотношения использовйно (ем. 
(2.170)) выражение 

Д$ (а) = — - 2 8ц а №[, 

і.І 


где 




<Г5(а) 


да ( да 


Отсюда следует 


ЭР 


а»0 


д*у 


І , і - 1 у • • • > Л. 


П Яг . 0 

Е дрі 

— -о,,а, 


дх І 


ХГ • 


1 1 * === 1» • • •» л* 


Полученный результат (2.184) устанавливает связь между 
временными корреляциями флуктуирующих параметров и 
действительной частью обобщенной полной проводимости 
(или мнимой частью обобщенной восприимчивости), которая 
характеризует линейную диссипативную реакцию системы. 
Этой связи можно придать вид формулы Найквиста, если 
воспользоваться теоремой Винера — Хинчина и ввести спек¬ 
тральную плотность корреляционных функций. 

При введении спектрального представления для случай¬ 
ного процесса аь{і), ІеК, возникают трудности, связанные 
с тем обстоятельством, что величины а к (1), к = 1, ..., п, не 
стремятся к нулю при <-»-±оо. Для того чтобы избавиться 
от этих трудностей, будем считать, что «ДО, к = 1, ..., п, 
равны нулю вне достаточно большого интервала времени 
(-7/2, Т/2) і 

г „, /<**(/). Ш<Г/2, 

I о, и I > Г/2. (2.185) 

Теперь можно представить в виде интеграла Фурьеі 


где 


— ОО 

оо 

= ук 5 ®))‘- 


(2.186) 


(2.187) 
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Предположим, что система обладает свойством эргодич¬ 
ности, которое позволяет заменить средние по ансамблю зна¬ 
чения соответствующими средними по времени. Тогда вре¬ 
менные корреляционные функции определяются как 

Г /2 


Л ш (г) = а, (0 а к {і + т) = Іігп у 

Т оо 1 


^ йіщ (і) а к (і + т). 

-Г /2 


(2.188) 


Поскольку из эргодичности следует 

Пт А ік (т) = 0, (2.189) 

Т-» °° 

можно определить спектральную плотность 


0»(®) = ^=- ^ ахА ІЬ (а)е-‘"'. (2.190) 

— ОО 


Из соотношений (2.186) и (2.188) находим 

0 1к ( ©) = Пт (©)$!(-ю). (2.191) 

Т-*оо * 


Теорема Винера — Хинчина, обобщенная на случай не¬ 
скольких флуктуирующих переменных, доказывает, что спек¬ 
тральная плотность (2.191) является фурье-образом корре¬ 
ляционной функции (2.188): 

ОО 

А 1к ( т) = ^=- ^ асо0 1к (<о)е^. (2.192) 

— ОО 

Сравнивая выражения (2.192) и (2.184), получаем 

= “ Ѵя Ы ~ 2У '^- (2.193) 

Окончательная форма флуктуационно-диссипационной теоре¬ 
мы следует после перехода к пределу т->0 в (2.192) с уче¬ 
том (2.193): 

оо 

«Л = — -§6 5 с?сосо- 2 У; б ((й). (2.194) 

о 


Значительный интерес представляют новые соотношения 
взаимности для обобщенной полной проводимости, которые 
получаются с учетом принципа микроскопической обрати¬ 
мости: 

А [к (т:) — Аі к (—х) = А к і{г), к, 1 — 1, .... гг. (2.195) 

Отсюда С/й (со) = Сй/(со). Следовательно, принимая во внима¬ 
ние дисперсионные соотношения для полной проводимости, 
которые получаются подстановкой выражения (2.164) в 
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(2.169), имеем 

У«*(®) = У*«(®). к, 1=1, .... я. (2.196) 

Соотношения (2.196)^ обобщают теорему взаимности Онса- 
гера на случай линейной реакции системы на внешние тер¬ 
модинамические силы. 

Бернард и Каллен [30] предлагают следующую интуитив¬ 
ную интерпретацию соотношения (2.194) между равновесны¬ 
ми флуктуациями и необратимой реакцией системы на внеш¬ 
ние силы, которое устанавливает флуктуационно-диссйпаци* 
онная теорема. Рассмотрим процесс взаимодействия между 
диссипативной системой с большим числом степеней свободы, 
которая может поглощать подводимую извне энергию, и си¬ 
стемой, которая действует как источник когерентной энергии. 
Удобное представление для источника дают системы с не¬ 
большим числом сильно возбужденных степеней свободы 
(например, качающийся классический маятник или много¬ 
атомная молекула в сильно возбужденном состоянии). При 
наличии взаимодействия между двумя системами случайные 
флуктуации параметров диссипативной системы начинают 
расстраивать когерентные движения источника. В результате 
источник постепенно теряет свою начальную энергию, кото¬ 
рая рассеивается (диссипирует) в большой системе. По ис¬ 
течению достаточно большого времени у источника остается 
только его собственная энергия теплового движения, которая 
характерна для состояния термодинамического равновесия. 
В этом случае диссипация энергии является макроскопиче¬ 
ским следствием эффекта хаотизации случайных флуктуаций, 
разрушающих упорядоченные формы движения. Интересная 
в этом отношении аналогия может быть проведена с явле¬ 
ниями в квантовой электродинамике: спонтанное излучение 
возбужденного атома, связанное с квантовым скачком элек¬ 
трона из более высокого энергетического состояния в бо¬ 
лее низкое, рассматривается как индуцированное флуктуа¬ 
циями электромагнитного вакуума. 

2.7. Классическая термодинамика неравновесных 
процессов 

Теория Онсагера кладет начало так называемой классиче¬ 
ской термодинамике неравновесных процессов, большой 
вклад в развитие которой вносят работы Казимира [42], 
Мейкснера [76, 77], Пригожина [20], де Гроота и Мазура 
[8, 9] и других авторов [32, 45, 48, 51, 59] *). 

') Здесь уместно упомянуть также фундаментальный труд Д. Н. Зу¬ 
барева [13]. — Прим, перев. 
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Как было отмечено в разд. 2.5, доказательство Онсагера 
не справедливо для случая векторных (теплопроводность, 
диффузия и др.) и тензорных (вязкий поток) процессов, так 
как соответствующие потоки не могут быть выражены в виде 
производных по времени от термодинамических параметров 
состояния. Обобщение теории для векторных и тензорных 
процессов в сплошных средах проводится двумя методами. 
Идея первого метода, использованного впервые Казимиром 
[42], а позднее Мазуром и де Гроотом [74], заключается 
в такой переформулировке задачи, в рамках которой можно 
было бы применить доказательство Онсагера. Для этой цели 
вводятся вспомогательные интегральные уравнения вида 

<х(г)= $К(г, т')а(т')аѵ' (2.197) 

и ищется связь между ядром Л'(г, г') и феноменологическими 
коэффициентами в линейных уравнениях необратимых про¬ 
цессов. Второй метод, предложенный де Гроотом и Мазуром 
[56] , более прямой: формализм теории флуктуаций обоб¬ 
щается таким образом, чтобы можно было доказать соотно¬ 
шения взаимности без представления потоков в виде произ¬ 
водных по времени от параметров состояния. 

Для иллюстрации ситуации, которая возникает при на¬ 
личии только векторных процессов [59], допустим, что со¬ 
стояние адиабатически изолированной системы описывается 
набором локальных термодинамических переменных сс«, і = 
= 1, ..., п, которые представляют собой функции координат 
и времени и удовлетворяют законам сохранения 

-^ = — сііѵ^. (2.198) 

Здесь Д — плотность потока, связанного с параметром со¬ 
стояния ос*. Отклонение энтропии от ее равновесного значе¬ 
ния задается выражением (ср. с (2.124)) 

Л5 = -4$$ %8ц(т, т')а { {т)о.,(г')йУ йѴ', (2.199) 
где 

ёіі( т,т') = е / і(т',т). (2.200) 

Введем величины 

Е^( г * г ') а И г ')^', (2.2оі) 

‘ ! 

которые соответствуют определению (2.124) обобщенных тер¬ 
модинамических сил. С их помощью изменение энтропии Д$ 
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можно записать в виде 

Л5 = Ь$ а,(г)*, (г)«ПС ( 2 .202) 

І 


Скорость изменения энтропии ЛЗ определяется выражением 
Д5=$ ^]а г (г)Х,(г )йѴ, (2.203) 

і 


которое с помощью уравнения (2.198) можно представить 
в виде 

А5 = — ^ Х { (г) ёіѵ Лі (г) ёѴ = ^ ^ ёі (г) • дгасі (г) ёѴ. 

(2.204) 


Последнее равенство в (2.204) получается с помощью тео¬ 
ремы Гаусса — Остроградского в предположении, что потоки 
3 ; исчезают на границе системы. 

Наиболее общий вид уравнения баланса энтропии сле¬ 
дующий: 


а8 ___ а г 8 ' 

Ті Ж ' ~1Г’- 


(2.205) 


где первый член описывает изменение энтропии, связанное с 
обратимым теплообменом между системой и внешней средой: 

(г) • ая, (2.206) 

а второй — производство энтропии, связанное с необрати¬ 
мыми процессами в самой системе: 

5 а(г)йѴ>0. (2.207) 


В этих уравнениях ^ — плотность потока энтропии, ёіі — 
векторный элемент поверхности системы, а — локальное про¬ 
изводство энтропии. 

В рассматриваемом случае адиабатически изолированной 
системы из соотношений (2.204), (2.205) и (2.207) получаем 

а (г) = Ті Л*' ёгаб Х[ (г). (2.208) 

; = і 

Сравнивая это выражение с (2.147), мы видим, что теперь 
термодинамическая сила, сопряженная потоку і1 г , равна не 
а дгасі#;. Полагая 


Х< (г) = 8га<і (г). 


(2.209) 
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для векторных процессов получаем 

"(г)=ЕѵЬ(г)Х е (г). (2.210) 

І 

Центральную роль в классической термодинамике необ¬ 
ратимых процессов играет уравнение для производства эн¬ 
тропии, выраженное в виде билинейной формы от независи¬ 
мых потоков и сопряженных термодинамических сил: 

а=Х^Х г . (2.211) 

і 

В выражении (2.211) подразумевается, что величины 
ф и Хі обозначают как независимые скалярные термоди¬ 
намические потоки и силы, так и декартовы компоненты не¬ 
зависимых векторных и тензорных величин, описывающих 
соответствующие векторные и тензорные процессы. 

Для получения явного вида производства энтропии (2.211) 
воспользуемся локальным уравнением Гиббса вдоль траек¬ 
тории движения центра масс физического элементарного 
объема, из которого в случае изотропной текучей среды по¬ 
лучаем (см. (2.2)) 

Тз = п + ріі — ^ ц а с а , (2.212) 

а 

а также законами сохранения массы, импульса и энергии в 
локальной форме (разд. 4). 

Мы не будем здесь приводить вывод и анализ конкретного 
вида уравнения (2.211), так как это подробно и многократно 
делалось в литературе (см., например, [9, 12]). Обсудим 
только некоторые особенности формулировок аксиоматиче¬ 
ской классической термодинамики необратимых процессов, 
из-за которых она становилась объектом острой критики со 
стороны представителей рациональной термодинамики [43, 
100]. Этот вопрос заслуживает особого внимания, так как 
критика доходила [100] до полного отрицания смысла и зна¬ 
чения соотношений взаимности, которые лежат в основе из¬ 
лагаемой здесь теории. 

В линейной неравновесной термодинамике в качестве опре¬ 
деляющих уравнений, которые дополняют систему уравнений 
сохранения, принимаются феноменологические уравнения не¬ 
обратимых процессов 

Ф= Х^/Х/, г *= 1, ..., п. (2.213) 

/ 

Нужно отметить, что в этих уравнениях нашел отражение 
принятый в рациональной термодинамике принцип одинако¬ 
вого присутствия (разд. 5). В случае изотропных сред число 
отличных от нуля коэффициентов ограничивается принципом 
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Кюри, согласно которому процессы разной тензорной размер¬ 
ности не взаимодействуют друг с другом. 

В аксиоматическом подходе соотношения взаимности 
Онсагера — Казимира 

Іі] (В) = ВіЕ/Ь/і (— В), (2.214) 

где 8 і — 1 для четных и е,-= —1 для нечетных переменных, 
а В — магнитная индукция, принимаются в качестве незави¬ 
симого постулата наряду с принципом квазилокального рав¬ 
новесия (разд. 2.1), неравенством сг ^ 0, выражающим вто¬ 
рое начало термодинамики, линейностью феноменологических 
уравнений (2.213) и принципом Кюри. 

Конкретная формулировка принципа взаимности (2.214) 
затруднена тем, что для термодинамических потоков и сил 
определения (2.124) и (2.136) скалярной теории Онсагера не 
имеют места. Для определения потоков и сил используется 
конкретное представление производства энтропии в виде 
(2.211), причем для проверки используется тот факт, что в 
состоянии равновесия а должно обращаться в нуль. Очевид¬ 
но, что в такой теории остается большая степень произвола. 

Неточное утверждение, содержащееся в работах [8, 79], 
о том, что феноменологические коэффициенты Ьц линейных 
законов удовлетворяют соотношению симметрии (2.214) при 
условии, что 3; и X; выбраны из выражения для о и яв¬ 
ляются независимыми, вызвало справедливую критику со 
стороны Коулмена и Трусделла [43]. Действительно, если мы 
ограничимся для простоты только случаем четных перемен¬ 
ных (е, = 8/ = 1), то при произвольно заданных феномено¬ 
логических уравнениях (2.213) силы и потоки могут быть 
переопределены так, что производство энтропии (2.211) оста¬ 
нется инвариантным, а матрица {Ьц) превратится из симмет¬ 
ричной в несимметричную, и, наоборот, если она была не¬ 
симметричной, то превратится в симметричную. Для дока¬ 
зательства первой возможности достаточно выбрать преоб¬ 
разование 

4 = ^+Е ІРуХ/. х;. = х,, 1 = 1. п, (2.215) 

где (№ц)—произвольная ненулевая антисимметричная мат¬ 
рица: = — Ѵ?ц, і, ] — 1, п. Тогда 

Е ^х; = Е ДХ„ (2.216) 

І =1 І = 1 

ро коэффициенты новых линейных уравнений 

+ (2.217) 
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очевидно, не удовлетворяют соотношениям взаимности. Об¬ 
ратно, если (Ьіі ) —произвольная несимметричная матрица, 
она допускает однозначное разбиение на симметричную {йц) 
и отличную от нуля антисимметричную (№ц) части: 


(Т г/ ) = ф г/ ) + ( Й7 (/ ). 

(2.218) 

Тогда для новых «потоков» и «сил» 


X х; = х г , /-і, .. 

п, (2.219) 

получаем 

п п 


Ете-Ітх,, 

1 ==> 1 1 

(2.220) 

причем 

п 


л;-=Хдх;, /=і . п. 

(2.221) 


Существенным для аргументов Коулмена и Трусделла 
является то обстоятельство, что преобразования (2.215) и 
(2.219) смешивают величины с разным физическим смыслом, 
т. е. потоки и силы. Первые соответствуют скоростям изме¬ 
нения экстенсивных величин (таких, как масса, энергия), для 
которых существуют законы сохранения, или переносимых 
величин (таких, как теплота), которые связаны с потоками 
в законах сохранения [78]; вторые пропорциональны гра¬ 
диентам интенсивных параметров. После того как опреде¬ 
лены потоки, силы определяются однозначным образом как 
коэффициенты перед соответствующими потоками в выраже¬ 
нии для производства энтропии (2.211). 

Мейкснер [75] впервые исследовал инвариантность соот¬ 
ношений Онсагера при одновременных линейных преобразо¬ 
ваниях двух групп переменных — термодинамических потоков 
и сил — по отдельности. В матричной записи преобразования 
Мейкснер а имеют вид 

Х' = АХ, Д' —А" 1 * (2.222) 

где А — произвольная несингулярная матрица, А обозначает 
транспонированную, а А -1 —обратную матрицу. 

Преобразование (2.222) оставляет инвариантной билиней¬ 
ную форму ст = ТХ и сохраняет симметрию матрицы феноме¬ 
нологических коэффициентов Ь = (і//) : 

I/ = А _1 ЬА _1 , Ь = Е^1/ = 1'. (2.223) 

Оказывается, однако, что преобразования Мейкснера не 
являются единственными сохраняющими производство эц- 




2. Основы локально-равновесной термодинамики 


146 


тропии преобразованиями. Если положить 

РЛ, беі Р ф О, 
X" = ОХ, Аеі 0^0, 


(2.224) 


и использовать феноменологическую линейную связь между 
потоками и силами 

Л = ЬХ, (2.225) 

то получим, что уравнение 

а = а" <=> ХЬХ = ХІРОХ (2.226) 

допускает следующее общее решение: 

Р = Ь-'(Ь + \Ѵ)а- 1 , \Ѵ = -\Ѵ. (2.227) 

Тогда преобразованная матрица феноменологических коэф¬ 
фициентов 

Ь"==РЬСГ І ==<І- , (Ь-\Ѵ)СГ І (2.228) 

при \Ѵ ф 0 не удовлетворяет соотношениям взаимности Он- 
сагера. Соображение, заключающееся в том, что коэффициен¬ 
ты преобразования (2.224) не должны зависеть от парамет¬ 
ров системы (Р, определенное из (2.227), зависит от Ь при 
ѴѴ^О), невозможно принять в качестве убедительного ар¬ 
гумента. 

Во избежание возникшей трудности в работе [59] пред¬ 
лагается следующий принцип: преобразование должно остав¬ 
лять инвариантным отклонение энтропии Д5 от ее равновес¬ 
ного значения. Можно показать, что из этого условия следует 
как инвариантность производства энтропии, так и сохранение 
соотношений взаимности. 

Из приведенного обсуждения следует, что корректная 
аксиоматическая формулировка линейной неравновесной тер¬ 
модинамики требует, чтобы принцип взаимности Онсагера — 
Казимира был снабжен достаточно строгим описанием класса 
независимых термодинамических потоков. Микроскопическую 
формулировку необходимо дополнить также правилом, опре¬ 
деляющим четность термодинамических величин. Согласно 
Мейкснеру [78], к такому правилу приводит требование ин¬ 
вариантности законов сохранения по отношению к инверсии 
времени и четность массовой плотности. 

Проблеме экспериментальной проверки соотношений 
взаимности посвящен обширный обзор Миллера [79], а так¬ 
же более поздние работы [73, 80]. Заключение, которое де¬ 
лается на основе анализа накопленного богатого экспери¬ 
ментального материала, состоит в следующем [80]: соотно¬ 
шения взаимности Онсагера — Казимира экспериментально 
подтверждаются в разумных границах погрешности для щц- 
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рокого класса различных явлений: термоэлектричества, гер¬ 
момагнетизма и гальваномагнетизма, переноса в электроли¬ 
тических растворах и теплопроводности в анизотропных твер¬ 
дых телах. 

Следовательно, соотношения взаимности (2.214) могут 
считаться эмпирически установленной аксиомой независимо 
от их аргументированности с помощью статистической меха¬ 
ники [80]. Это обстоятельство ставит перед рациональной 
термодинамикой проблему нахождения общих макроскопиче¬ 
ских постулатов, которые необходимы для отражения этой 
фундаментальной симметрии, а также вопрос об определении 
границ ее справедливости. 

Согласно Мейзону, экспериментальные подтверждения со¬ 
отношений взаимности Онсагера убедительны в такой же сте¬ 
пени, как подтверждение первого, второго и третьего начал 
термодинамики [73]. Это дает основания возвести соответ¬ 
ствующий эмпирический постулат в статус парадигмы, т. е. 
принципа, который нельзя опровергнуть, так как с логиче¬ 
ской точки зрения он исполняет роль определения и исполь¬ 
зуется в качестве основы для описания широкого круга яв¬ 
лений. 

В заключение отметим, что со сделанными уточнениями 
классическую термодинамику необратимых процессов можно 
считать хорошо определенным частным случаем более об¬ 
щей теории Мейкснера, который отвечает простым термоди¬ 
намическим средам дифференциального типа со сложностью 
единица [78]. Эта термодинамика может быть развита и для 
материалов с так называемыми внутренними (или скрытыми) 
переменными, что позволяет описывать эффекты последей¬ 
ствия («памяти»). 

Особый интерес вызывает развитие классической неравно¬ 
весной термодинамики в существенно нелинейной области и 
вдали от равновесия, которое содержится главным образом 
в работах Пригожина и др. [7, 19]. Благодаря этому открыт 
новый класс явлений — образование диссипативных простран¬ 
ственно-временных структур. 




Часть вторая 

Неравновесная термодинамика 

8. Кинематика 


3.1. Понятие деформированного состояния 

Рассмотрим сплошное тело, обладающее одним основным не- 
деформированным состоянием, в котором материальные точки 
этого тела занимают область В == V У 5 физического про¬ 
странства (рис. 1). Эта область может быть параметризована 



с помощью декартовой системы координат К, а каждая ма¬ 
териальная точка ХеВ может быть представлена однознач¬ 
ным образом своими координатами Х к : 

Х = Х^ + Х 2 1 2 + Х 3 1 3 , (3.1) 

где I* —базисные векторы системы К. Координатную систему 
К принято называть материальной или лагранжевой. 

Под действием различных по своей физической природе 
внешних или внутренних факторов тела меняют свои геоме¬ 
трические размеры, т. е. деформируются. Пусть в момент вре¬ 
мени і тело находится в деформированном состоянии, в ко¬ 
тором оно занимает область Ъ = ѵ У 5 (рис. 1) реального про¬ 
странства. С помощью другой декартовой системы координат 
к материальные точки области Ъ можно параметризовать 
так, чтобы каждая точка хе & представлялась однозначным 
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образом своими координатами х к \ 

х = х,і, + х 2 і 2 + х 3 із. (3-2) 

где і* — базисные векторы системы к. Систему координат 
к называют пространственной, или эйлеровской. 

При деформации материальные точки сохраняют свою 
индивидуальность и, следовательно, каждая точка из В пре¬ 
образуется в точку из Ь: 

х к — х к (Хк> Хк ^ В, ( е [(о, оо). (3.3) 

Обычно предполагают, что функция (3.3) и ее производ¬ 
ные непрерывны в каждый момент оо) и в каждой 

точке Хей, за исключением, может быть, только конечного 
числа точек, кривых и поверхностей. 

В соответствии с одной из основных аксиом механики 
сплошных сред—аксиомой непрерывности — если две мате¬ 
риальные точки области В бесконечно близки друг к другу, то 
они будут находиться бесконечно близко друг к другу и в об¬ 
ласти Ь. Отсюда следует, что конечные объемы в результате 
деформации не могут преобразоваться в точки. Необходимым 
и достаточным условием выполнения аксиомы непрерывности 
является отличие от нуля якобиана преобразования (3.3): 

] = Ы{х к , к )Ф 0. (3.4) 

Величины х к , к — дхк/дХ к называются градиентами дефор¬ 
мации. 

Из неравенства нулю якобиана (3.4) следует существова¬ 
ние функции, обратной функции (3.3): 

Хк = Х К (Хк> ()> Х ^=Ь, I е [і й , оо). (3.5) 

Величины Х К , к — дХ К /дх к называют обратными градиентами 
деформации. Между величинами Х К , к и х к , к существует соот¬ 
ношение 

х к, кХк, / — б«/, /а, кХі., і = бкі . (3.6) 

Необходимо отметить, что принцип непрерывности не 
всегда удовлетворяется для реальных тел. Например, при об¬ 
разовании трещин и разрушении тел материальные точки, на¬ 
ходящиеся бесконечно близко в основном состоянии, удаля¬ 
ются на конечные расстояния. Другим примером нарушения 
принципа непрерывности является диффузия атомов и моле¬ 
кул, при которой материальные точки проникают в деформи¬ 
руемое тело. 

С материальными точками исследуемого тела может быть 
связано заданное тензорное поле Р. Его можно определить 
на области Ъ : 

Р = Р(х,/), хе Ь, і е [/ 0 , оо). 



9, Кинематика 


149 


или с помощью (3.3) на области В: 

Р = Р (X, і), ХбВ, / е= [/ 0 , °о). 

Материальной производной тензорной величины Р назы¬ 
вается оператор О/Ш, представляющий собой частную про¬ 
изводную по і в области В: 

4-Р=^-Р(Х,/)| х , Хей, /е=[/о, оо). (3.7) 

Физический смысл материальной производной — скорость из¬ 
менения наблюдаемой величины. 

Материальная производная поля радиус-векторов матери¬ 
альных точек в области Ъ представляет собой поле скоростей 

ѵ и ~~Ш Хк ( Х/ ° М 

Для последующих рассуждений определенный интерес 
представляет материальная производная градиента дефор¬ 
мации 

■^-Хк, К — Ѵк, К — ѵ к . 1 хі. К . (3.9) 

Из соотношений (3.6) и (3.9) определяем материальную 
производную обратного градиента деформации 

-§ г Х к .ь~-ѵ 1 . к Х іи . (3.10) 

Материальная производная якобиана / определяется из 
выражений (3.4), (3.6) и (3.9): 

О , д} О тѵ й т /оііч 

~5Г ~ дх к К 01 Хк ’ X = К ' к Ш ХЬ’К—ІѴь.к' (З.П) 

С помощью (3.3) оператор материальной производной мо¬ 
жет быть определен и в области Ъ\ 

■дТ* Р ( х ь> 0 — ~оі~ Р \ х к {Х К , (), і] — ‘57" Р [ х и (Хк, I), і] х + 

+ Р. к х к ( х т> 0 + ѵ т Р. т ( х к> 0* (3.12) 

Если в области Ъ задана интегральная величина 

I == ^ Р (х, () сіу, 

V 

то под материальной производной I подразумевается вели¬ 
чина 


Ж 1г =~5г\*( х >Ъ ау ‘ 


(3.13) 
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Поскольку тело находится в движении, область Ь, вообще 
говоря, не фиксирована во времени; поэтому оператор мате¬ 
риальной производной не коммутирует с оператором интегри¬ 
рования. С помощью преобразования (3.3) интеграл I можно 
задать на области В, которая в отличие от Ь является не¬ 
подвижной. Это обеспечивает коммутативность этих двух опе¬ 
раторов, а также дает возможность действовать оператором 
материальной производной под знаком интеграла непосред¬ 
ственно на подынтегральную функцию: 

ж-і=тг 5 Р < Х - = Р(Х>')/^ = 

ѵ V 

= $-^г(Р 1) йѴ = \{~? + Гѵ к , к )]йѴ. (3.14) 

V V 

Переходя в последнем интеграле от интегрирования по об¬ 
ласти V к интегрированию по области ѵ с помощью преобра¬ 
зования (3.5), получаем 

-§ г \р(х,()сІѵ=\(-І? г Г + Гѵ к , к )аѵ. (3.15) 

V V 

С помощью соотношения (3.12) равенство (3.15) можно пред¬ 
ставить в виде 

4- 5 р (X, 0 4ѵ = 5 [4- р + (РоД к ] СІУ . (3.16) 

V V 

Оператор материальной производной будет в дальнейшем 
обозначаться точкой над соответствующей величиной. 

3.2. Тензоры деформации 

Движение сплошной материальной среды может быть пара- 
метризировано с помощью уравнений типа (3.3) и (3.5). Но 
не каждое движение приводит к деформации тела. Напри¬ 
мер, при чистом вращении и трансляции расстояния между 
материальными точками не меняются и, следовательно, тела 
не испытывают Деформации. Поэтому величины, с помощью 
которых параметризуют состояния деформации исследуе¬ 
мого тела, должны быть инвариантами групп вращения и 
трансляции. 

Пусть исследуемое тело совершает движение, которое от¬ 
личается от деформации (3.3) произвольным вращением и 
трансляцией в пространстве и, кроме того, трансляцией во 
времени: 

Хі (О = Яіт (() Х т (0 + Ь, {{), I* = 1 а, 

^!т^тк — &1к> ^еі {<Э/т} = Ь 


(3.17) 



3, Кинематика 


151 


где Ьі — вектор, а а — скаляр. Все движения, связанные соот¬ 
ношениями (3.17), называются эквивалентными. 

Из соотношений (3.17) следует, что градиент деформации 
не инвариантен по отношению к вращению 

Х{, К — С^ітлт, К (3.18) 

и, следовательно, не может быть использован для параметри¬ 
зации состояния деформации рассматриваемой среды. Ана¬ 
логичный результат получается для обратного градиента де¬ 
формации. Известно [136], что каждый тензор второго ранга 
В с положительным детерминантом допускает полярное раз¬ 
ложение, при котором он однозначно представляется в виде 
произведения ортогонального тензора К и симметричного по¬ 
ложительно определенного тензора I): 

Вы = КктРтІ- (3.19) 

В уравнении (3.19) тензор И т і инвариантен по отношению 
к группе ортогональных поворотов. Это обстоятельство наво¬ 
дит на мысль, что если аналогично (3.19) разложить гра¬ 
диент деформации, то из него можно выделить некоторую 
вполне определенную величину, с помощью которой можно 
осуществить однозначную параметризацию состояния дефор¬ 
мации рассматриваемого тела. Необходимо отметить, что гра¬ 
диенты деформации не являются тензорными величинами, по¬ 
скольку их тензорные индексы к и К связаны с двумя раз¬ 
личными координатными системами. С помощью ортогональ¬ 
ных матриц 

ёкк — К'^к (3.20) 

они могут быть спроецированы в одну из двух координатных 
систем: 

Хк, і — ёккХк, і» (3.21) 

Хк, і = ёккХк, /• (3.22) 

Здесь Хк, і и Хк, і — тензорные величины, и, следовательно, 
Для них возможно разложение (3.19): 

Хк, ь — КкмУмь, (3.23) 

Хк, I == Г ктЧтІ • (3.24) 

С другой стороны, ясно, что если с помощью величин 
и т і можно параметризовать состояние деформации, то это 
можно сделать и с помощью величин 

С/сі = У мк^ми (3.25) 

Сы = (3.26) 

которые представляют собой соответственно тензоры конечной 
Деформации Грина и Коши. Они связаны с градиентами де- 



152 


Неравновесная термодинамика 


формации посредством равенств 

Скі = У МК.Ѵ МЬ = ^МЛГ-^ЛГ, К%М5 Х 5. ь = ЕмыЕм5§пх8з5 х п, к Х $■ Ь ~ 
*= &М5§пн8з5 х п.К Х з, Ь ~ 8пыёзЫ х п, К Х «. Ь ~ &пз х п. К х з, і — Х Ь, К х к, Ь, 

(3.27) 

Скі == ^ткЦтІ ^ Г тп Х п , к^тзХз, I = ^тл^тД я. I 5= 

= ёпыёпзХм, кХз, і = йлгяКлг, *>Кз, г = Км, *Дм, і- (3.28) 

В случае тождественности основного и деформированного 
состояний тензоры деформации Грина и Коши сводятся к еди¬ 
ничным тензорам 

Скі. — ^Кі.> с кІ г== ^кІ- (3.29) 

В определенных случаях удобно, чтобы тензоры деформа¬ 
ции обращались в нуль при «нулевой» деформации. Это усло¬ 
вие выполнено для тензоров деформации Лагранжа Ещ и 



Рис. 2. 


Эйлера Е к і, которые связаны с тензорами С К і. и с к і равен¬ 
ствами 

Екь =*2 (Ркь ~ Екі^~(Ь к1 — с кі ). (3.30) 

Геометрический смысл определенных таким образом тен¬ 
зоров деформации можно понять, если рассмотреть изменение 
длины бесконечно малого вектора при переходе тела из основ¬ 
ного состояния в деформированное (рис. 2). Квадрат рас¬ 
стояния между точками х (1) и х (2) в деформированном состоя¬ 
нии, которые в основном состоянии тела занимают положения 
Х (1) и Х (2) , можно выразить с помощью координат направлен¬ 
ного отрезка X* 1 ' — X (2 >; 

‘ —— с1х к $х к — х к , х х к, ь ^Х ^ сіХ к — * С к йХ 1 , (3.31) 
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Из этого равенства видно, что если область Ь параметризо¬ 
вать с помощью материальных координат, то тензор дефор¬ 
мации Грина будет метрическим тензором в этой области. 

Аналогично тензор деформации Коши можно рассматри¬ 
вать как метрический тензор в области В: 

с ІЗ 2 = (1Х К йХ к = Х к , к Х к , і Ах к йхі = с к1 <1х к йх^ (3.32) 

Изменение расстояния между точками ЙЗ 1 * и Й3 2 > при пе¬ 
реходе тела из основного в деформированное состояние пред¬ 
ставляется уравнениями 

(I з 2 — сІЗ 2 —— <іх к (&х к сіXх (IX к —* (х к , і^х к к х ^X к :==я 

= 2 Е КІ ах к йХ ь , (3.33) 

й$ 2 — аз 2 = йх к йх к — ах К ах К = (б к1 — х К , к х Кі ,) ах к йх г = 

= 2 Ё к і<іх к (іхі. (3.34) 

При деформации любая материальная точка перемещается 
в пространстве. Векторное поле, определенное равенством 

и = х — X + р, (3.35) 

представляет собой поле перемещений (рис. 1). 

Если х к , определенное равенством (3.35), подставить в вы¬ 
ражения для тензоров деформации Грина и Коши (3.27), 
(3.28), то получим 

С К і = №к, ь + Vи к + Vк. мУм, ь + 6 ЛІ ), (3.36) 

Сщ = (бы — и*. I — щ. к — «Ы т и т. і )• (3-37) 

С помощью соотношений (3.36), (3.37) выражения для 
тензоров деформации Лагранжа и Эйлера можно записать 
в виде 

Я/а “ т Ѵк. і + Ѵь, к + Ѵк. и Ѵ и . і). (3.38) 

я М *= ^{щ.і + «/. к + и к . т ы т, г). (3.39) 

Отсюда видно, что выражения для тензоров деформации 
Лагранжа и Эйлера содержат член, который нелинеен по 
отношению к градиентам поля перемещений. При малых де¬ 
формациях этим членом можно пренебречь. Полученный та¬ 
ким образом тензор называется тензором бесконечно малой 
деформации 

& кь + и ь,кУ (3.40) 

В этом случае целесообразно, чтобы материальная и про¬ 
странственная системы координат совпадали. Поэтому вы¬ 
ражения (3.38) и (3.39) приводят к виду, соответствующему 
одному и тому же тензору бесконечно малой деформации. 
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3.3. Микродеформация. Тензоры микродеформации 

Реальные тела в микроскопическом масштабе являются не¬ 
однородными (негомогенными). Они обладают сложной ком¬ 
позиционной структурой. При определенных условиях микро¬ 
движения отдельных микроэлементов оказывают влияние на 
макроскопическое поведение тела. В этих случаях необходимо 
рассматривать дополнительные кинематические поля. Изло¬ 
жим кинематику микронегомогенных сред в варианте, пред¬ 
ложенном Ерингеном [55, 57—59]. 

Допустим, что элементарный объем й\ с Ь занят п микро¬ 
элементами, каждый из котрых можно параметризовать с по¬ 
мощью микрокоординат а = 1, 2, .., п, заданных в си¬ 
стеме координат, неподвижно связанной с центром масс эле¬ 
ментарного объема йѵ. Между материальными микрокоорди¬ 
натами И пространственными микрокоординатами 

существует связь: 

1 ( Г = 1Г(*к*& о) >0- (3.41) 

Микрокоординаты № являются малыми величинами, и вы¬ 
ражение (3.41) можно разложить в ряд Тейлора с точностью 
до величин первого порядка по 

& а) = 1% ( Х и 0 ? ( к'» (3-42) 

где 



Величина называется матрицей микродвижения. Урав¬ 

нение (3.42) можно разрешить по отношению к материальным 
микрокоординатам 

$>'= *»>> (3-43) 

где х.^1 — обратная матрица микродвижения. Между прямой 
и обратной матрицами микродвижения существует соотно- 

%П к К'=\г (3.44) 

С помощью микрокоординат элемента объема с1\ (3.3) н 
микрокоординат (3.42) получаем координаты микроэлемента 

4 а) = ** і х ь> о + 7-Й ( Х и 0 (3-45) 

Согласно (3.45), квадрат длины элементарной дуги равен 

(^ ,а) ) 2 = ( с кь + 2 Г М> + эй&. Л. ь гтео ах к + 

+ 2 Ш + каш, ДЙО ах к ^ 


(3.46) 
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где 


'Ш=х„. жг г йм =**. жі 


м 


(3.47) 


являются тензорами микродеформации. 

В теории микроконтннуума, развитой Ерингеном, рассма¬ 
тривается случай, когда все микроэлементы характеризуются 
одним и тем же микродвижением: 

Х ( $ = Х*/г а=І >2 . п. (3.48) 


Однако с физической точки зрения представляется воз¬ 
можной ситуация, когда каждый микроэлемент характери¬ 
зуется своим индивидуальным микродвижением. 

Если микроэлементы являются недеформируемыми, микро* 
движения представляются ортогональными матрицами 

Х ( $ = №) -1 - (3-49) 


Микрополярными средами называют тела с одним микро¬ 
элементом, микродвижение которого представляется уравне¬ 
ниями 

& = Е-ЕХФ, С = І + і ХФ, (3.50) 

где Ф и ф- векторы пространственного микровращения. 
В линейной теории Ф тиф. В координатной записи уравнения 
(3.50) имеют вид 

ѣк — ёкК^К е кІт§и8тмѣі.Фм> 

ш. _ С I С (3.51) 

ЪК — ёкКЬк "Т ^КШёіьётМЪІ^т- 

С помощью уравнений (3.41), (3.42) и (3.51) получаем 
матрицы микродвижения 


%кК — ёкК е кІтёікётМ^ > М> 
%Кк = ёкК + ^КилёкЬёт^т- 


(3.52) 


Из определяющих уравнений (3.47) и уравнений (3.52) 
получаем следующие выражения для тензоров микродефор¬ 
мации: 


■ф КЬ — х к, К (ёкЬ — е кІтёиётМ^м) — (ёкК + и к. к) X 

X (ёкЬ — е ЫтёіьётМ ( ^м) = &К1. + и 1.' К ~ е Кі.М®М ~ 


~ е Ш.М и К, К^М- (3.53) 

Гдьм — х к. К&кЬ. М = (ёкК^~ и к,к) е Ытёі1.ётЫ® N. М = 

= е кш®н. м~^~ е кям и я,к < &ы, м- (3.54) 

В линейном варианте теории квадратичными членами 
можно пренебречь: 

Фкі = + и ь. к е кьмФм> (3.55) 

Гділі — е кь^м, М" (3.56) 
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В рассматриваемой нами сплошной среде можно определить 
разные по своей физической природе поля. Под действием 
внешних или внутренних факторов они меняются во времени. 
Динамика протекающих изменений подчиняется законам со¬ 
хранения, которые представляют собой фундаментальные за¬ 
коны природы. Наиболее часто используемые в механике 
сплошных сред законы сохранения связаны со следующими 
свойствами: с сохранением массы, с балансом количества 
движения, с балансом момента количества движения, с сохра¬ 
нением энергии, с балансом энтропии, с сохранением элек¬ 
трического заряда. 

Наиболее общим образом законы сохранения для данного 
тела А можно представить интегралами по объему, которые 
имеют обычно следующий общий вид: 

5 ф(г<‘>,г< 2 >, .... . 

Ѵл 

пт пт ч 

-5тягР (2, ) .... -^гР<«>)йѵ=о, (4.і) 

где Р (г >— величины различной тензорной размерности, опре¬ 
деленные в области В. 

Согласно принципу локальности, основные законы меха¬ 
ники действительны не только для рассматриваемого тела, но 
и для каждой из его частей, какой бы малой она ни была. Из 
принципа локальности следует, что подынтегральная функция 
в интеграле (4.1) тождественно равна нулю: 

ф(р<»,г ( 2 >. р (п) ,4- р(І) ’ -§г Р (2 >, ... 

- 9 т р(і) ° т р(2) ,90- р(лЛ о /4 2) 

Принцип локальности представляет собой некоторую идеа¬ 
лизацию. В действительности рассматриваемый объем не 
может быть произвольно малым, так как для микрообъектов 
проявляются качественно новые свойства, которые несовме¬ 
стимы с классическими представлениями механики сплошных 
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сред. В последние годы интенсивно развиваются нелокальные 
модели деформируемых сред, в которых не используется 
принцип локальности. 


4.1. Закон сохранения массы 

С каждым телом связана определенная масса, которая явля¬ 
ется положительной и аддитивной величиной. Если М (А )— 
масса тела А, а М(В) —масса тела В, то масса составного 
тела равна 1 ) 

М{А\)В)ФМ{А) + М{В), Л П В = 0. (4.3) 

Распределение массы в сплошном теле определяется плот¬ 
ностью массы 

Р (х,і)= Пт лгеАѵ. (4.4) 

Д ѵ -> а аѵ 


Согласно свойствам (4.3) и (4.4), массу данного тела А 
с объемом ѵ можно представить интегралом 

М (Л) = ^ р (х к , і) йѵ. (4.6) 


В соответствии с глобальной формулировкой закона сохра¬ 
нения массы при деформации данного тела его масса не ме¬ 
няется: 


М (Л)= ^ р(х к , I) йѵ 

V 


^ Ро(*/о йэ) &Ѵ , I е [( 0 , сю). (4.6) 
ѵ 


Здесь через ро и V обозначены соответственно плотность 
массы и объем тела в начальный момент времени і — й). 

С помощью преобразования (3.3) интеграл в левой части 
равенства (4.6) можно определить в области В; тогда для 
закона сохранения массы получаем 

$[р№с, /)/ — Ро > й 0 )] = 0. (4.7) 

V 


Из принципа локальности следует, что подынтегральная функ¬ 
ция в (4.7) тождественно равна нулю: 

Р О I — Ро (^к> й>)> (4.8) 

что является локальной формулировкой закона сохранения 
массы. Другую локальную формулировку этого закона можно 
получить, если подействовать на обе части равенства (4.8) 
оператором материальной производной и воспользоваться вы- 


‘) Здесь и далее релятивистские эффекты не рассматриваются. — 

Прим, пврев. 
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ражением (3.11): 

1§-Р+Р = (4-9) 


Если в уравнении (4.9) функцию р снова задать в области 
Ь, то с помощью соотношения (3.12) приходим к новой ло¬ 
кальной формулировке закона сохранения массы 

4-р+М.* = 0. (4.10) 


Обозначим через § плотность данной величины О, отнесен¬ 
ную к единице массы: 


8 = 


Ііш 

дм-»о 


О (ДМ) 
Ш 


(4.11) 


Из закона сохранения массы следует тождество 

-$т\р§Лѵ=\р-§ Г 8 с Іѵ- (4.12) 

V V 


Для того чтобы доказать это утверждение, интеграл в ле¬ 
вой части (4.12) следует задать в области В, а затем восполь¬ 
зоваться законом сохранения массы в формулировке (4.8) и 
снова вернуться в область Ь. При последовательном соверше¬ 
нии этих действий получаем 

-§р\р8^У = -§р\^Р8^ = \р^р8^- (4.13) 

ѵ V ѵ 


4.2. Закон сохранения количества движения. 

Тензоры напряжений 

Согласно второму закону классической механики, 
равенство 

_2_ р. — р 

Оі г к , 

где 

Р к = ^ Рѵ к ^ 

V 

есть количество движения тела, а Р к — сумма всех действую¬ 
щих на него сил. 

Силы, которые действуют на данное тело, могут быть 
объемными или поверхностными. Объемные силы представ¬ 
ляются в виде интегралов по объему рассматриваемого тела. 
Они включают дальнодействующие силы, которые действуют 
между частицами данного тела и частицами окружающих его 
других тел. Примером такого вида сил являются электро¬ 
магнитные и гравитационные силы, Поверхностные силы пред- 


имеет место 
(4.14) 

(4.16) 
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ставляются в виде интегралов по поверхности данного тела. 
Они включают в себя короткодействующие силы взаимо¬ 
действия между частицами. По этой причине их называют 
также контактными силами. На основе сказанного выше ре¬ 
зультирующую силу Р к можно представить в виде 

Р к =\і ( к п) \аз\+ \рі к с1ѵ, (4.16) 

5 V 

где через і <. ге) обозначена плотность поверхностных сил, 
действующих на элемент поверхности сІ$ с единичным векто¬ 
ром нормали п. Через /* обозначена плотность объемных сил, 
отнесенная к единице массы. Величины / ( А П) и ! к являются 
ограниченными и непрерыв¬ 
ными функциями соответст¬ 
венно на поверхности и в 
объеме тела. Подставляя 
выражения (4.15) и (4.16) в 
(4.14) и используя (4.12), 
получаем 

ах 3 


к 

рК ^ ѵ - 

5 V 

(4-17) 

Рассмотрим элементар¬ 
ный тетраэдр (рис.З), три 
ребра которого параллельны 
координатным осям и имеют длины Ах\, Ах 2 , Ахз- 
Через Д$і == Ах 2 Ах 3 , Дз 2 = Ах 3 Ахі , Дз 3 = Ах\Ах 2 обозначим 
площади граней тетраэдра, которые перпендикулярны соот¬ 
ветственно базисным векторам іі, і 2 и із, а через Д 5 ==|Д 5 |п 
обозначим вектор площади четвертой грани, которая лежит 
на поверхности, пересекающей три координатные оси. Допус¬ 
тим, что вектор п ориентирован наружу, так что между Дз 
и Азц существует связь 

Дз = Аз, і] Ч- Дз 2 іо Ч - Д 33 І 3 . (4,18) 

С помощью теоремы о среднем значении из соотношения 
(4.17) получаем 

(рж у А-р^)| І Дѵ = 4 ге) (С)ІАз|-4 1) (С 1 ) Д5 і - 

-4 2 >(уДз 2 -4 3 >(уДз 3 , (4.19) 

где | <з Дѵ, ? ев Дз, ^ ев Д$ ь ^ е Дз 2 , е Дз 3 . 


$0 Ж ѵ ^ ѵ 

V 




180 


Неравновесная термодинамика 


Когда размеры тетраэдра стремятся к нулю, отношение 
Аѵ /1 Аз | также стремится к нулю, откуда следует, что по¬ 
верхностные силы находятся в равновесии: 

Цп) [*! = /п) йз. + 4 2 > йз 2 + 4 3 » сІЗу (4.20) 

Если мы положим 1 1к — и используем соотношение (4.18), 
то уравнение (4.20) можно представить в виде 

4 П) = ^Л- (4.21) 

Величина іін представляет собой тензор напряжений Коши. 

С помощью равенства (4.20) закон сохранения количества 
движения можно представить уравнением 

\р-§І ѵ к^=\(ік ^ р{ к сіу. (4.22) 

V 5 V 

С помощью теоремы Гаусса — Остроградского интеграл 
по поверхности в уравнении (4.22) преобразуется в интеграл 
по объему: 

,]<*ѵ = 0. (4.23) 

V 

Из принципа локальности следует, что подынтегральная функ¬ 
ция в соотношении (4.23) тождественно равна нулю: 

9{-§тЧ-? к )-( 1к ,і = 0. (4.24) 

Это уравнение представляет собой локальную формулировку 
закона сохранения количества движения. 

Уравнение (4.24) вместе с другими уравнениями исполь¬ 
зуется при решении различных граничных задач. Поверхность 
дефромированного тела, на которой задаются граничные усло¬ 
вия, иногда неизвестна и является тогда частью искомого ре¬ 
шения. Потому определенную пользу иногда приносит пере¬ 
формулировка граничной задачи с области Ь на область В; 
при этом граничные условия переносятся с поверхности х де¬ 
формированного тела на поверхность 5 недеформированного 
тела. 

При деформации тела каждый материальный элемент по¬ 
верхности й8к преобразуется в пространственный элемент по¬ 
верхности йзи- Связь между й8к и йз к задается соотноше¬ 
ниями [135] 

с1з к — ІХ%, ь = / І х к , ^ <із к . (4.25) 

После перехода в уравнении (4.22) от области Ь к области 
В с помощью (4.8) и (4.25) получаем следующую глобальную 
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формулировку закона сохранения количества движения: 

5 Ро -§Г ѵ ь йУ = $ Т ** й8 к + 5 Ро4 аѵ, (4.26) 

V 8 V 

где 

Ткк — ЛыХк,і (4.27) 

есть первый тензор напряжений Пиолы. Локальная формули¬ 
ровка закона сохранения количества движения в области В 
задается уравнением 

Ро ~Ш Ѵк ~ ^Кк. к + Ро/а- (4.28) 

Здесь Т Кк не является истинным тензором, так как его тен¬ 
зорные индексы принадлежат разным координатным систе¬ 
мам. Иногда удобнее работать со вторым тензором напряже¬ 
ний Пиолы, который определяется равенством 

= (4.29) 

и представляет собой истинный тензор, поскольку оба его тен¬ 
зорных индекса принадлежат материальной системе коор¬ 
динат. 

При формулировке закона сохранения количества движе¬ 
ния не были учтены внутренние степени свободы. Причина 
заключается в том, что микродвижение рассматривается по 
отношению к координатной системе, неподвижно связанной с 
центром тяжести элементарного объема сіѵ, а, как известно, 
количество движения механической системы в системе центра 
тяжести равно нулю. 

4.3. Закон сохранения момента количества движения 

В соответствии с законом сохранения момента количества 
движения имеет место равенство 

-§тВ к = М к , (4.30) 

где В и — момент количества движения, а УѴ* — сумма всех 
действующих моментов сил. В случае микрополярных тел 
В к — сумма момента количества движения, связанного с 
макроскопическим и микроскопическим движением: 

в к = ^ Р екітХіѴт йм +\] к 1 -§г Ф/ ^Ѵ. (4.31) 

V V 

В выражении (4.31) величина 

Л/=х р - тг) 14.32) 


6 Зак. 80В 
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представляет собой тензор микроинерции, который опреде¬ 
ляется геометрией компонент. Чаще всего в микрополярной 
теории используется модель микроэлементов, имеющих вид 
палочек, для которых 

= (4.33) 


где г — инерционный радиус микроэлементов. 

Величина Ы к представляет собой сумму момента поверх¬ 
ностных сил 


N к* — ^ вк1тХ[(пт (ІЗп' 

(4.34) 

в 

момента объемных сил 

П 2 > = ^ екІтХірІт (ІѴ> 

V 

(4.35) 

моментов, распределенных на поверхности, 


л4 3) = 5 М“ ) |*| 

5 

(4.36) 

и моментов, распределенных в объеме, 


М 4) == ^ р 1 к сіѵ- 

V 

(4.37) 

Величина М/Г 1 в выражении (4.36) представляет собой по¬ 
верхностный момент, действующий на единичный элемент по¬ 
верхности с вектором нормали п, а 1 к — плотность объемного 
момента, отнесенная к единице массы. 


Аналогично тому как были определены тензоры напряже¬ 
ний, здесь можно ввести соответственно тензор момента Коши 
піы, первый тензор момента Пиолы М Кк и второй тензор мо¬ 
мента Пиолы Мкх. 

С помощью введенных величин закон сохранения момента 
количества движения может быть выражен в следующей гло¬ 
бальной формулировке: 

~ВТ 5 Р щ “Н Т "дК ЧР*) ^ == ^ {&кІтХ пт ^ пк ) ~Ь 

ѵ 5 

+ ^ Р (е к1т х,} т + 4) сіѵ. (4.38) 

V 

Используя в соотношении (4.38) теорему Гаусса — Остро¬ 
градского и закон сохранения количества движения (4.23), 
получаем 

5 ( рг2 — 1 ~ — р/ *) = °- (4-30) 

V 
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Локальная формулировка закона сохранения момента ко¬ 
личества движения, которая следует из принципа локальности 
и из глобального уравнения (4.39), имеет вид 

Р*" 2 ~о(2 Ф* — Шік, і + е к і т 1 ІГ п -+- р/*- (4.40) 

В классической теории сплошных сред предполагают, что 
г 2 = гпігі =4 = 0; это приводит к симметричности тензора на¬ 
пряжения Коши: 

е кІт.ит = 0=^4* = (4-41) 

4.4. Закон сохранения энергии. 

Первое начало термодинамики 

В силу закона сохранения энергии, который является и пер¬ 
вым началом термодинамики, скорость изменения полной 
энергии Е определяется мощностью внешних сил \Ѵ и коли¬ 
чеством тепла <2, получаемым телом за единицу времени: 

-^Е = Г + <?. (4.42) 

Полная энергия представляет собой сумму кинетической 
энергии 

К = ^ \ Р ( ѵ к ѵ к + г 2 ф*ф & ) йѵ (4.43) 

' V 

и внутренней энергии 

V = ^ ре^ѵ, (4.44) 


где е — плотность внутренней энергии. 

Мощность внешних сил V/ представляет собой работу, ко¬ 
торую совершают за единицу времени поверхностные силы 


и 7{1) = \п к ѵ к сі 8і . 

(4.45) 

V 

объемные силы 

Г< 2 > = 5 р/*о* Лѵ, 

(4.46) 

V 

поверхностные моменты 

(4.47) 

н объемные моменты 

Г 4 > = $р 

(4.48) 


V 


б* 
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Количество тепла, которое тело получает за единицу вре¬ 
мени, представляет собой сумму двух частей — тепла, полу¬ 
ченного при контактном взаимодействии с другими телами 

= (4.49) 

\ 5 

которое характеризуется плотностью потока тепла Нц, и тепла, 
полученного при объемном взаимодействии с другими телами 

^ ре й\, (4.50) 

V 

которое характеризуется плотностью тепловых источников е. 
Примером объемного теплового взаимодействия является 
тепловое излучение. 

Из соотношений (4.42)—(4.50) следует уравнение 

~5Г ^ Т Р ( Ѵ к°Ь + ^ФйФй + б) СІѴ = ^ {ІікРк + т 1кЧ>к + Л/) Лзі + 

V * 

+ ^ Р (ік ѵ к + 4Фй + е ) <^Ѵ. (4.51) 

V 

Преобразуя поверхностные интегралы в уравнении (4.51)' 
в объемные с помощью теоремы Гаусса — Остроградского и 
используя принцип локальности, приходим к уравнению 

ѵ к (р ~5Т ѵ к — *ш. і — Р !к) + Фй (Р^Ф к — т 1к , і — р4) — 

— • е к1т ( 1т + Р ~оГ е = 4/ ( ѵ 1, к е ткіФт) + ш А*Фл к + ^ к , к + Р^* 

(4.52) 

Из закона сохранения количества движения и закона со¬ 
хранения момента количества движения следует, что выра¬ 
жения в скобках в левой части уравнения (4.52) тождественно 
равны нулю. Следовательно, локальную формулировку за¬ 
кона сохранения энергии можно представить с помощью 
уравнения 

Р 7)7 е = Ікі^-ік + т кіЧ>1, к ~Ь &к, к ’ (4.53) 

где 

^ Ік ® I, к ^тйіФт’ (4.54) 

При малых деформациях имеем 

^ і к тур вік, (4.55) 

где 

ё/А» == «Л А — вткіУт (4.66) 
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представляет собой тензор бесконечно малой микрополярной 
деформации. 

Если предположить, что в рассматриваемой среде не дей¬ 
ствуют поверхностные и объемные моменты, ты = 4 = 0, и 
пространственное микровращение совпадает с макровраще¬ 
нием: 

рі Ф к ' ~2 е ЫпРі. т' (4.57) 

то из (4.53) следует классическая локальная формулировка 
закона сохранения энергии 

Р-§і-е = І к1 Ѵі.к + К.к + ре. (4.58) 

С помощью определения тензора конечной деформации 
Грина (3.27) и условия симметричности тензора напряжения 
(4.41) в случае неполярной среды получаем следующую 
локальную формулировку закона сохранения энергии: 

Р -рц е — \ (кі^к. Л,. 1 Сдц + /т-к. к + Р е (4.59) 

Закон сохранения энергии можно записать и в материаль¬ 
ной системе координат. В этом случае 

Ро 75Г е ~ ~~оі Скі + ^-к. к + Ро е - (4.60) 

где 

— № к Х К- к (4-61) 

есть тепловой поток, связанный с материальной поверхностью 
тела. 


4.5. Баланс энтропии 


4.5А. Локально-равновесная энтропия 


Согласно локальной формулировке (4.59) закона сохранения 
энергии, для неполярного тела имеет место уравнение 


где 


~2ро — ОД, 

гіе = -рі е сП, <іС К р = -ррр С К рйі, 


ОД — Л к . к + йіі 


(4.62) 


(4.63) 


представляют собой соответственно изменение плотности 
внутренней энергии, изменение тензора деформации Грина и 
количество тепла, полученное единицей массы за бесконечно 
малый интервал времени сіі, 
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Рассматриваемую локальную систему, заключенную в 
объем йѵ, будем называть локально-равновесной, если тензор 
напряжения Пиолы зависит только от мгновенных значений 
плотности внутренней энергии и тензора деформации Грина: 

Ткь — Ткь ( е > С мы ). (4.64) 

При сделанном предположении (4.64) выражение (4.62) 
представляет собой пфаффову форму в переменных е и С К і. 
Как хорошо известно, пфаффова форма допускает существо¬ 
вание интегрирующего множителя (разд. 1.3.5). Следова¬ 
тельно, имеет место уравнение 

Н.65) 

где Ѳ~* — интегрирующий множитель, а г) — новая функция, 
определяемая уравнением 

йц = 6<2/Ѳ, (4.66) 


которая называется плотностью локально-равновесной энтро¬ 
пии. Интегрирующий множитель Ѳ _1 представляет собой ве¬ 
личину, обратную абсолютной температуре. Согласно второму 
началу термодинамики, Ѳ > 0. 

Так как йц является полным дифференциалом, то имеют 
место равенства 


_1__ дт) 

Ѳ ~~дё’ 


Ткі — — 2р 0 Ѳ 
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4.5.2. Локально-неравновесная энтропия. 

Неравенство Клаузиуса — Дюгема 

Существуют различные формулировки второго начала термо¬ 
динамики, которые предлагались в разные периоды развития 
неравновесной термодинамики. Они отличаются друг от друга 
не только своей общностью, но и своими основными предпо¬ 
сылками. В последние 20 лет большой популярностью поль¬ 
зуется неравенство Клаузиуса — Дюгема 

»• Н.68) 

которое в качестве формулировки второго начала термоди¬ 
намики было впервые использовано в 1963 г. Коулменом и 
Ноллом при исследовании определяющих уравнений термо¬ 
вязкоупругих сред [39]. Этим они положили начало совре¬ 
менному термодинамическому подходу к механике сплошных 
сред. Обобщение неравенства Клаузиуса — Дюгема на не¬ 
локальные среды проведено Грином и Лоусом [68]. Гуртин 
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и Вилльямс [69] предлагают использовать две различные тем¬ 
пературы Ѳ и Ѳ: 



где Ѳ — новая температура, названная ими радиационной. 

Мюллер [ЮЗ] предлагает вместо (4.69) использовать не¬ 
равенство 

* 

+ 0 ’ ( 4 - 70 ) 

где — поток энтропии, который только в случае простых 
материалов (разд. 4) сводится к 

•3^ = Ѵ Ѳ - (4-71) 

Для того чтобы изложить предпосылки, с помощью кото¬ 
рых можно прийти к неравенству Клаузиуса — Дюгема и его 
обобщениям, рассмотрим экстенсивную величну О (через § 
обозначим ее плотность, отнесенную к единице массы): 

0= §сіѵ. (4.72) 

V 

В наиболее общем виде баланс величины О в объеме ѵ 
можно представить уравнением 

■§1 ^ ^ а8 к + ^ + $ ру г ^ѵ, (4.73) 

V 5 V V 

где — поток величины С через окружающую объем ѵ по¬ 
верхность 5. Наличие потока является результатом контакт¬ 
ного взаимодействия между объемом ѵ и окружающими его 
телами. Это взаимодействие может быть и объемным. При¬ 
мером является радиация, которая излучается одним телом и 
поглощается в объеме других тел. При локализации частиц 
радиации и фотонов света в теле появляются объемные источ¬ 
ники энергии и энтропии. Они являются результатом взаимо¬ 
действия между поглощающим и излучающим телами. Эф¬ 
фект объемного взаимодействия тела объема ѵ с окружаю 

щими его телами учитывается величиной §. Последний член 
в правой части уравнения (4.73) представляет собой коли¬ 
чество величины С, которое порождается в единицу времени 
в исследуемом объеме в результате внутренних взаимодей¬ 
ствий. Через у® обозначена плотность внутренних источников 
величины О. 

Если использовать уравнение (4.73) для изучения баланса 
энтропии, то с помощью теоремы Гаусса-Остроградского и 
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принципа локальности получаем 

Р -§г л — к — РЛ = РѴ". ( 4 - 74 ) 

Классическая формулировка неравенства Клаузиуса — 
Дюгема получается из уравнения (4.74) с помощью следую¬ 
щих предположений: 

1. Поток энтропии пропорционален потоку тепла: 

•Зг=М т - (4.75) 

2. Плотность источников энтропии пропорциональна плот¬ 
ности источников тепла: 

ц = ке. (4.76) 

3. Коэффициент пропорциональности к в уравнениях (4.75) 

и (4.76)—положительная величина. Его обратное значение 

Ѳ = {>0 (4.77) 

называется абсолютной температурой. 

4. Порождаемая в теле энтропия является неотрицатель¬ 
ной величиной: 

уч > 0. (4.78) 

Эти четыре предположения представляют неравновесную 
формулировку второго начала термодинамики. Последующие 
обобщения могут быть получены либо с помощью отказа от 
какого-то из этих предположений, либо заменой его более 
общим утверждением. Так, например, линейную связь между 
потоками энтропии и тепла (4.75) можно заменить нелинейной 
связью. Можно также предположить, что связь между этими 
двумя потоками является связью интегрального типа с за¬ 
паздывающим ядром. Разумеется, обобщения подобного типа 
имеют смысл только в том случае, если это необходимо для 
описания экспериментальных результатов. 

Неравенство Клаузиуса — Дюгема расширяет формули¬ 
ровку второго начала термодинамики не только для локально¬ 
неравновесных состояний, но и для локально-равновесных. 
Чтобы убедиться в этом, рассмотрим ограничения, которые 
следуют из этого неравенства при локальном равновесии. 
С помощью соотношения (4.63) неравенство (4.68) можно 
представить в виде 

О б<2 Ѳ Ль 

рѲув = рѲ т)--)— 1 д—^ 0. (4.79) 

Нз условия локального равновесия (4.66) и из выражения 
(4.79) получаем 

Рѵ вѳ = ѳ,А>о. 
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Отсюда видно, что даже тогда, когда в теле существует 
локальное равновесие, в нем продолжает генерироваться не¬ 
равновесная энтропия. Причина состоит в контактном теп¬ 
ловом взаимодействии между элементарными объемами. Сле¬ 
довательно, достаточным условием существования глобаль¬ 
ного равновесия в локально-равновесной среде является 
равенство нулю градиента температуры. Неравенство (4.80) 
выражает хорошо известный факт, заключающийся в том, что 
поток тепла и градиент температуры имеют один и тот же 
знак, т. е. тепло «течет» от более теплой к более холодной 
области. 

Другое представление второго начала термодинамики 
можно получить, исключая из выражения (4.79) производную 
б С^/йі с помощью локальной формулировки закона сохране¬ 
ния энергии: 


О О 

р ~ш е - рѲ 


Оі 


1 О Ѳ ьН к 

Ч у к%1. I Скь 1 


<0. 


(4.81) 


Если ввести величину 

ф = е — Ѳг), 


(4.82) 


которая представляет собой плотность свободной энергии, не 
равенство (4.81) можно представить в виде 


О 0 1 О Ѳ Л к 

Р ^ “Ь Р^ДГ ® 2 (к1 ^ к ' Іі ^ 1 ' 1 Т>7 П) 


(4.83) 
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5.1. Об аксиоматизации механики сплошных сред 

Развитие математики и ее значительное проникновение в есте¬ 
ственные науки в наше время стимулировало интерес неко¬ 
торых ученых-математиков к проблеме возможности аксиома¬ 
тизации естественных наук, в частности механики, и превра¬ 
щение их в соответствующие разделы математики. Идея 
аксиоматической структуры физики связана с именем Гиль¬ 
берта и представляет собой одну из основных проблем, заве¬ 
щанных им для решения будущим поколениям исследовате¬ 
лей. В области механики сплошных сред наибольший интерес 
представляют попытки аксиоматизации, предпринятые Нол¬ 
лом. 

Основные принципы, которые мы использовали в своем 
изложении до сих пор, следующие: 

1. Принцип непрерывности. 

2. Принцип существования основного состояния (нулевой 
закон термодинамики). 

3. Принцип объективности. • * 

4. Принцип локальности. 

5. Закон сохранения массы. 

6 . Закон сохранения количества движения. 

7. Закон сохранения момента количества движения. 

8 . Первое начало термодинамики. 

9. Второе начало термодинамики. 

Нолл принимает перечисленные принципы в качестве ак¬ 
сиом, добавляя к ним аксиомы, связанные с математическим 
уточнением таких понятий, как теплота, масса, сила, система. 

Интересен вопрос о том, образуют ли упомянутые прин¬ 
ципы (аксиомы) замкнутую систему. Для ответа на постав¬ 
ленный вопрос рассмотрим систему математических зависи¬ 
мостей, которые следуют из основных принципов в случае 
простой неполярной среды. Из уравнений, представляющих 
законы сохранения, и неравенства' Клаузиуса—Дюгема 
имеем 

Ро = ^, (5.1) 

Р ~[уі~ ѵ к — Іік, I + Р/&. (5.2) 

*н = *і*> (5.3) 

ре, (5.4) 
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4і - (х).*- р т>°- <- 5 - 5 > 

Так как число неизвестных переменных 22, а в нашем 
распоряжении только 8 уравнений и одно неравенство, пред¬ 
ставленные принципы-аксиомы не в состоянии предложить 
замкнутую математическую систему. 

Интуитивно ясно, что различные материалы реагируют 
различным образом на одно и то же механическое воз¬ 
действие. С другой стороны, в фундаментальных законах 
(5.1)—(5.5) не содержится никаких параметров, характери¬ 
зующих конкретный материал. Поэтому к зависимостям 
(5.1)—(5.5) следует добавить определенное число уравнений 
состояния, в которых учтены специфические физические свой¬ 
ства рассматриваемого тела. В : термодинамике сплошных сред 
эти уравнения называются определяющими уравнениями. 
В связи с попытками аксиоматизации механики сплошных 
сред можно было бы допустить, что они подчиняются замкну¬ 
той системе аксиом. Однако до сих пор попытки исследовате¬ 
лей продвинуться в этом направлении оказались безуспеш¬ 
ными. Причина, по нашему мнению, состоит в том, что меха¬ 
ническое поведение тел отражает физическую структуру ма¬ 
териала, которая, согласно диалектическому мировоззрению, 
неисчерпаема. Типичным примером в этом отношении явля¬ 
ется то обстоятельство, что один и тот же материал при раз¬ 
личных механических воздействиях описывается различными 
моделями (определяющими уравнениями), т. е. при этом 
проявляются различные физические факторы. 

Так как путь познания состоит в открытии новых законо¬ 
мерностей и уточнении существующих законов, мы обязаны 
учитывать все большее и большее число элементов, связанных 
с физической структурой тел. По нашему мнению, неудачи 
попыток аксиоматизации являются следствием «структурной 
бесконечности материи». Однако независимо от этого заме¬ 
чания попытки аксиоматизации внесли довольно большой 
вклад в построение внутренней логики науки, которая назы¬ 
вается теперь механикой сплошных сред. 

5.2. Основные принципы, которым подчиняются определяющие 

уравнения 

Как уже отмечалось, определяющие уравнения выражают 
физическую структуру материалов, которая неисчерпаема. По 
этой причине совокупность математических связей, которые 
могут представлять собой определяющие уравнения, очень 
богата. Однако, несмотря на это, они не могут быть совер¬ 
шенно произвольными и подчиняются некоторым основным 
принципам: принципу взаимной связи, нулевому началу тер- 
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модинамики, принципу причинности, принципу одинакового 
присутствия, принципу объективности, принципу материаль¬ 
ной симметрии, принципу локальности, принципу затухающей 
памяти, принципу допустимости. 

1. Согласно принципу взаимной связи, сплошная среда 
имеет разные состояния, которые могут быть параметризо¬ 
ваны с помощью определенного числа величин, причем все 
остальные величины получаются из них с помощью некоторых 
определяющих зависимостей. Заранее ясно, что выбор базис¬ 
ных величин, которыми параметризуется состояние системы, 
не является однозначным. 

Коларов, Балтов и Бончева [12] вводят понятия реактив¬ 
ных и активных переменных. С помощью первых параметри¬ 
зуется реакция материалов на внешние воздействия, а с по¬ 
мощью вторых параметризуются внутренние силы, порожден¬ 
ные внешними воздействиями. Согласно принципу взаимной 
связи, каждая активная переменная связана с реактивными 
переменными с помощью определяющей зависимости. Анало¬ 
гично реактивная переменная зависит от активных перемен¬ 
ных через определяющую зависимость. 

2 . Нулевое начало термодинамики обычно ускользает от 
внимания многих авторов. Согласно этому закону, любая тер¬ 
модинамическая система имеет по крайней мере одно основ¬ 
ное состояние, в котором будет находиться неограниченно 
долгое время, если она изолирована от влияния внешних тел. 

3. Принцип причинности имеет глубокий философский и 
физический смысл. Этот принцип выражает причинно-след¬ 
ственную связь, присущую миру, в котором мы живем. Со- 

/ гласно этому принципу, любая реактивная переменная Х^ а \ 
а=.\, 2может зависеть от настоящих и прошлых 

значений активных переменных У (15) , р = 1, 2. пг, но не 

и от их значений в будущем: 

*<“>(/)= 5 І« а >[У ((?) ( 5 )], р = 1, 2, ..., пг. (5.6) 

.9 = — оо 

4. Согласно принципу одинакового присутствия, если не¬ 
которая величина присутствует в данной определяющей зави¬ 
симости в качестве независимой переменной, следует принять, 
что она участвует и в остальных определяющих зависимостях: 

К*') (і) — 2Г [ЙЗ'Чя), Х^(з) .*<">($)], 

5= — оо 

У (2) ({) = ?)( 2 >[Х">(5), Х< 2 >(5), ..., Х<")(5)], 

5 — — оо 


.9 = ? 

'П~‘>(Г) = 2/"" [А (і| (5), А' 2 >($). А (я '(5)]. 

5= — оо 


(5.7) 
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Если при экспериментальном исследовании материала 
окажется, что некоторая переменная не участвует в данной 
определяющей зависимости, то отсюда не следует, что она не 
участвует в остальных. 

5. Принцип объективности постулирует, что определяю¬ 
щие уравнения сохраняют свою форму при всех эквивалент¬ 
ных движениях сплошной среды. Определение эквивалентных 
движений дается выражением (3.17). Два эквивалентных 
движения могут отличаться на произвольное вращение, тран¬ 
сляцию в пространстве и трансляцию во времени. Принцип 
объективности выражает тот факт, что по отношению к фи¬ 
зическим законам все направления и точки пространства и 
все моменты времени являются равноправными. 

В качестве иллюстрации использования принципа объек¬ 
тивности рассмотрим случай однородной сплошной среды, в 
которой градиент деформации, температура и градиент темпе¬ 
ратуры рассматриваются как реактивные переменные, а на¬ 
пряжение, поток тепла, плотность внутренней энергии и плот¬ 
ность энтропии — как активные переменные. В наиболее об¬ 
щей форме определяющие уравнения представляются выра¬ 
жениями 

8=*І 

( к і = %кі [х п , и ($); Ѳ ($>; Ѳ. „ ($)], 

5 = — оо 

К = Ък [ Х п , N ($); Ѳ (5); Ѳ, „ (5)1, 

‘Г" 00 (5-8) 

е= ® [х п , N (5); Ѳ (5); Ѳ, „ ($)], 

5= - °о 

Л = Н [х п , л, (я); Ѳ(5); Ѳ, „($)]. 

5= — °о 

При другом, но эквивалентном движении сплошной среды 
из соотношения (3.17) для случая а = 0 получаем связь 
между деформационными градиентами двух движений 

хі, К ($) = <Эі т х т , К (з). (5.9) 

Для потока тепла и тензора напряжения действительны 

аналогичные формулы преобразования 

/Д=<?*,Лп> (6.10) 

Ікі ~ ^кт^^п^тп■ ( 611 ) 

Плотности внутренней энергии и энтропии, являясь ска¬ 
лярными величинами, сохраняют свои значения при эквива¬ 
лентном движении. Так как, согласно принципу объектив¬ 
ности, определяющие уравнения сохраняют свою форму при 
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всех эквивалентных движениях, имеем 
8 = 1 

^ кІ == ^кі \0.пгп^гп, N (^)> ^($)| ^пп$, щ (^)]• 

5= — ОО 

_ 3=1 

&к == &к \0.пт^тп, N (^)> ® (^)> ^пп$. т (^)]> 
$ = — оо 

5=^ 

^ == ® \0.пт^тпу N (^)> ® (^)> Рпт®. т (^)]> 

5= —оо 

8 = 1 

П === Н \0.пт^тч N (^)> ® ($), 0.пп$, т (^)І* 


( 6 . 12 ) 


С помощью соотношений (5.10) — (5.12) получаем сле¬ 
дующие ограничения на определяющие уравнения: 

8 = 1 

^к^ == ^к^^^р ^гр [(^пт^т, N ($)> ®(^)» 0.пп$> т (*^)]> 


$=* — оо 
8=1 


Ь-к — 0.кг 

ЮляЛ 

5 = 

= — оо 

8=1 


в = е 

^пт^т. N 

5= - оо 


8=1 


71= Н 

[О-пт^т* N 


(5.13) 


Уравнения (5.13) должны выполняться при любой, произ¬ 
вольно зависящей от времени ортогональной матрице С)іт{з)- 
Из полярного разложения деформационного градиента 
(3.23), (3.24) и равенства (3.25) получаем, что необходимое 
и достаточное условие того, что ограничения (5.13) будут 
удовлетворены при произвольном эквивалентном движении, 
состоит в том, чтобы определяющие уравнения были пред¬ 
ставимы в виде 

8 = 1 

Ікі = Ш \РкЬ (^)> ® (^)> К®, к, ($)] %к, I . М* 

5 = - ОО 


3 = 1 

— &N [СдьЫ; Ѳ(5); Х к ' К Ѳ' к (з) \х к 'Ц, 

8 — — оо 

е = І [С КЬ (з); Ѳ (5); х к , К Ѳ, к (в)]. 

5= — ОО 

Л = Н [С КЬ (з); Ѳ ($); х к , К Ѳ, к (я)]. 

5 = — оо 


(5.14) 


6. Принцип материальной симметрии близок по смыслу 
к принципу объективности. Согласно этому принципу, опреде¬ 
ляющие уравнения должны быть инвариантны по отношению 



5 . Определяющие уравнения 


175 


ко всем преобразованиям в лагранжевой системе координат, 
при которых не меняется симметрия материальной среды. Су¬ 
щественным отличием между двумя принципами является то, 
что в принципе объективности ограничения на определяющие 
уравнения вытекают из свойств пространства и времени, 
тогда как ц принципе материальной симметрии ограничения 
вытекают из свойств материала, из которого построено иссле¬ 
дуемое тело. Уравнение 

= + (5.15) 

описывает соответствующее инвариантное преобразование. 
Матрица Ккі. удовлетворяет условиям ортогональности: 

бе({^^} = ±1. (5.16) 

Возможность того, что детерминант матрицы Кт может быть 
отрицательным, означает, что преобразование (5.15) кроме 
чистого вращения и трансляции содержит отражение в неко¬ 
торой плоскости. Совокупность элементов 

г : -И, ШІ • • - , ЩІ Кк\ Кк\ .... т, (5.17) 

для которых при применении преобразования (5.15) сим¬ 
метрия материала не меняется, представляет собой группу 
преобразований, по отношению к которым материальная 
среда инвариантна. 

Если каждый произвольно выбранный вектор Кк принад¬ 
лежит группе (5.17), то соответствующий материал мы назы¬ 
ваем гомогенным (однородным). Если каждая произвольно 
выбранная ортогональная матрица Якь принадлежит группе 
(5.17), соответствующий материал называем изотропным. 
Симметрия данного гомогенного материала определяется 
группой 

Г '■ {/?$., Ккі, .. ., Ккі}- (5.18 

В трехмерном пространстве существуют 15 матриц, с по¬ 
мощью которых можно реализовать произвольное дискретное 
преобразование вида (5.15) [120, 126]: 
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/10 0 \ / — 1 0 0 \ / — 10 0\ 

о, ==( о — 1 о , о 2 = о 1 о , 0 3 = о -10 . 

Ѵоо -1/ V о 0 -1/ ѵ о 0 1/ 

/1 0 0\ /О О 1 \ / О 1 0\ 

Т,= 0 0 1, Т 2 ^ 0 10, т 3 = I 100, 

\0 1 о/ Ѵі о о/ Ѵооі/ 

/О 1 0\ /0 0 1 \ 

М, = | 0 0 1, М 2 = I 10 0, 

VI 0 о/ Ѵо 1 о/ 


-1/2 

л/З /2 

0 

-1/2 

— Уз/2 0 

- л/2/2 

- 1/2 

0 . 

§2^ Ѵз"/2 

- 1/2 0 

0 

0 

1 

0 

0 1 


В зависимости от вида матриц материальной симметрии 
тела различаем 32 кристаллических класса, которые разде¬ 
ляются на б систем '): 

6.1. Триклинная система Г 1 : {1}, Г 2 ; {I, С}. 

6.2. Моноклинная система 

Г 3 : {I, К,}. Г 4 : {I, О,}, Г 5 : { I, С, Кц О,}. 

6.3. Ромбическая система 

Г 6 : (I, К 2 , Кз> О.}, Г 7 : {I, 0„ 0 2 , Оз}, 

Г 8 : (I, С, К 2 , Кз, 0 1( О 2 , Оз} 

6.4. Тетрагональная система 


Г 9 : 

{I. 

Оз, 

о,т 

В, 0 

2 Т 3 }, 



Г 10 

0, 

Оз, 

к,т 

з, К 2 Тз}, 



Г 11 

0. 

С, 

Нз, 

Оз, 

К. і Тз, к 2 т 

з, ОіТ 

з, 0 2 Т 3 }, 

Г12 

{I. 

Оі, 

0 2 , 

Оз, 

Тз, ОіТз, 

0 2 Т 3 , 

ОзТз), 

різ 

{I. 


К 2 , 

Оз, 

Тз, К.Тз, 

Кг^з, 

0 3 Т 3 }, 

рі 4 

(I. 

Оі, 

0 2 , 

Оз, 

ст 3 , р,т 

в, К 2 т 

3, К3Т3}, 

ріэ 

0. 

с, 

Кі, 

Кг, 

Кз, 0|, 0 2 , Оз, 

Тз, СТз, КіТ 3 , К 2 Т 3 , К3Т3, 


ОіТ 3) 0 2 Т 3 , 0 3 Т 3 }. 


‘) Согласно принятой в советской литературе классификации (см., на¬ 
пример, [143*]), существуют 7 различных решеточных симметрий, или син- 
гоний; две из них — гексагональная и ромбоэдрическая — объединены 
здесь в гексагональную систему. — Прим, перев. 
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6.5. Кубическая система 


ріб . 

а 

Оі. 

0 2 , 

Оз. 

м„ 

о.м,, 0 2 М„ 

0 3 Мі, 












Г 17 ; 

:{І. 

с, 


К 2 , 

к 3 , 

О» 

0 2 , Оз, 

М|, СМ„ К]М[, К 2 Мі, 



К 3 Мі, 

ОіМ 

1. 0 

,ІѴ1 2 , 

0 3 М|, М 2 , СМ 2 , КіМ 2 , К 2 М 2 , к 3 м 2 , 









0,м 2> 

0 2 М], о 2 м 2 , 0 3 м 2 }, 


Г 18 : {I, 0„ 0 2 , 0 3 , Т ь О.Т., 0 2 Ті, 0 3 Т„ Т 2 , 0,Т 2 , 0 2 Т 2 , 0 3 Т 2 , 

Т 3 , 0(Тз, 0 2 Т 3 , 0 3 Т 3> М|, Б.Мь 0 2 1Уіі, 0 3 Мі, М 2 , 0[М 2 , 

0 2 М 2 , 0 3 М 2 }, 

Г 19 ; (I, О|, 0 2 , Оз, СТ], КіТі, К 2 Ті, К 3 Ті, СТ 2 , КіТ 2 , К 2 Т 2 , 

КзТ 2 , СТ 3 , КіТ 3 , К 2 Т 3 , КзТ 3 , М|, ОіМі, 0 2 Мі, 0 3 М;, М 2 , 

0(М 2> 0 2 М 2) 0 3 М 2 }, 

Г 20 : (I, С, К„ к 2) К 3 , Оі, 0 2 , Оз, Т„ СТ Ь К.Т,, КУГ,, К 3 Т Ь 
О і Т|, 0 2 Т Ь 0 3 Т[, Т 2 , СТ 2 , КіТ 2) К 2 т 2 , КзК' »іТ 2 , 0 2 Т 2 , 0 3 Т 2) 

Тз, СТ 3 , К|Т 3 , К 2 Т 3 , 
К 3 Т 3) ОіТ 3 , 0 2 Т 3 , 0 3 Т 3 , М„ СМ„ К,М„ 
К 3 Мз, О.М,, 0 2 М„ ОзМі, М 2 , СМ 2 , КіМ 2 , К 2 М 2 , К 3 М 2 , 

о,м 2> 0 2 М 2 , 0 3 М 2 }. 

6.6. Гексагональная система 

Г 21 : (I, 5 Ь 5 2 }, 

Г 22 : {I, 8„ 8 2 , С, С8„ С8 2 }, 

Г 23 : {I, 8„ 8 2> Кь К.8., К,8 2 }, 

Г 24 : (I, 8„ 8 2 , О], 0,8 Ь 0,8 2 }, 

Г 25 : (I, 8„ 8 2 , С, С8„ С8 2 , К.8„ К,8 2 , 0„ 0,8і, О,^}, 

I 2 ' . {I, 8 1 , 8 2 , К 3 , К 3 8[, К 3 5 2 }> 

Г 27 : (I, 8„ 8 2 , 0 3 , Оз8„ 0 3 8 2 }, 

Г" 8 . {I, 8[, 8 2 , С, С8 1( С8 2 , К 3 , К 3 8і, К 3 8 2 , 0 3 , 0 3 8 |( 0 3 8 2 }, 

Г 29 . {I, 8[, 8 2 , Кі, Кг8!, К[8 2 , Кз, К 3 8і, К 3 8 2 , 0 2 , 0 2 8і, 0 2 8 2 }, 

Г 30 ; {I, 8 Ь 8 2 , О і , 0 1 8 1 , Оі8 2 , 0 2 , 0 2 8 1( 0 2 8 2 , 0 3 , 0 3 8), 0 3 8 2 }, 

1 31 : {I, 8 1( 8 2 , К[, Яі8], К|8 2 , К 2 > К 2 8[, К 2 8 2 , 0 3 , 0 3 8[, 0 3 8 2 }, 

1 32 : {I, 8 а , 8 2 , С, С8), С8 2 , Кі> К[8і, К[8 2 , К 2 , К 2 8і, К 2 8 2 , К 3 , 

Я^8і, К 3 8 2 , 0„ 0(8,, Оі8 2 , 0 2! 0 2 8[, 0 2 8 2 , 0 3 , 0 3 8і, 0 3 8^. 
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Кроме перечисленных выше дискретных групп, с помощью 
которых описывается симметрия кристаллов, в трехмерном 
пространстве существуют две непрерывные группы: 

группа произвольных вращений вокруг заданной оси 

/ — зіп а соз а 0 \ 

Г а : — I соза 8ІПа 0 )> (5.19) 

V о 0 1/ 

где а — произвольное (действительное. — Переѳ.) число; 

группа всех возможных ортогональных преобразований в 
трехмерном пространстве 

Г • Ккі-Кі-м — ^км- (5.20) 

Тела, инвариантные по отношению к группе (5,19), будем 
называть трансверсально изотропными. Тела, инвариантные 
по отношению к группе (5.20), называем изотропными. 

7. Принцип локальности был уже использован в разд. 4 
при исследовании законов сохранения. Мы расширим область 
его применимости и на определяющие уравнения. Примем 
также, что значения активных переменных в окрестности лю¬ 
бой точки определяются только значениями реактивных пере¬ 
менных в окрестности этой точки. 

Принцип локальности не является абсолютно необходимым 
для построения термодинамики и механики сплошных сред. 
В последние годы ведется очень интенсивная работа по раз¬ 
работке нелокальных моделей, для построения которых прин¬ 
цип локальности не используется. 

8. Согласно принципу затухающей памяти, более отдален¬ 
ные в прошлом состояния термодинамической системы слабее 
влияют на значения активных и реактивных переменных в 
данный момент времени. 

9. Согласно принципу допустимости, все предположения, 
связанные с определяющими уравнениями, должны нахо¬ 
диться в соответствии с законами сохранения и ограниче¬ 
ниями, следующими из второго начала термодинамики. 

В заключение отметим, что вопрос о независимости опре¬ 
деляющих принципов пока исследован далеко не полностью. 
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Реальные тела обладают сложной физической структурой и 
проявляют сложное взаимодействие с окружающей средой. 
Очень часто, однако, нас интересуют только некоторые аспек¬ 
ты этого взаимодействия. В’ этих случаях целесообразно ис¬ 
пользовать упрощенные модели, охватывающие только те 
свойства тел, которые представляют особый интерес. При 
других условиях нас могут интересовать другие аспекты 
взаимодействия тел, и мы будем использовать другие мо¬ 
дели. Таким образом, каждому реальному телу мы можем 
сопоставить совокупность моделей, которые описывают от¬ 
дельные стороны его сложного поведения. 

Настоящая глава посвящена рассмотрению простых мате¬ 
риалов. Это означает, что исследуемые деформируемые 
сплошные среды будут моделироваться с помощью простых 
термодинамических моделей. Несмотря на ясное интуитивное 
представление, понятие простой среды не является достаточно 
четко определенным, и имеется опасность произвольного тол¬ 
кования. 

В этой книге под простым материалом мы будем пони¬ 
мать такую сплошную среду, которую можно параметризо¬ 
вать с помощью следующих реактивных величин: /Дз); 

Ѳ ( 5 ) ; Ѳ, к($) «б(-оо, і]. 

6.1. Термоупругость 

Изучение тепловых напряжений в деформируемых телах 
было начато еще в 1838 г. Дюамелем [53], который ввел по¬ 
нятие дополнительной тепловой деформации. То же самое 
было сделано в 1885 г. Нейманом [104]. Основной недостаток 
предложенной ими теории состоит в том, что она не учиты¬ 
вает влияния деформации на распространение тепла. 

Попытки построения теории термоупругости с помощью 
термодинамики предпринимались Фойгтом [139], Джеффри¬ 
сом [76] и др. Но они использовали существующую в то 
время равновесную термодинамику и поэтому вступили в про¬ 
тиворечие с неравновесным характером процесса распростра¬ 
нения тепла. 
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Классическая теория термоупругости была построена в 
в 1956 г. Байотом [24] на основе неравновесной термодина¬ 
мики, предложенной де Гроотом [9]. Определенный вклад в 
современное построение теории внесли также Пипкин и Рив- 
лин [114], Грин и Адкинс [65], Седов [20], Коваленко [11] 
и Новацки [105]. 


6.1.1. Нелинейная термоупругость. 
Определяющие уравнения 

Понятие термоупругости среды означает сплошное тело, по¬ 
строенное из простого материала с нулевой памятью. Послед¬ 
нее требование означает, что активные переменные зависят 
только от мгновенных значений реактивных переменных. 

В соответствии с требованиями, следующими из основ¬ 
ных принципов 1—9 (разд. 5.2), определяющие уравнения 
термоупругих тел представляются в следующем общем виде: 

і/іі = Ткь(Смы Ѳ, N (0) х к , К Хі, і, 

~ {Смы (0‘> Ѳ(/); Ѳ, я (0) х к, К’ * 

Ъ = МСмн(&> Ѳ(0; Ѳ, н (і)), (6.1) 

е = е (Смы (0; Ѳ (і)> 6, ы (0)> 

V — V {Смы (!)’• Ѳ (1)> ы (!))• 


Если материал является неоднородным, определяющие урав¬ 
нения должны зависеть и от материальных координат. 

Используя соотношение (6.1) в неравенстве (4.83), полу¬ 
чаем, что для термоупругих сред имеет место следующая 
формулировка второго начала термодинамики: 


дС 


(Эф 1 , у 

~2 [ кІ Л К, к 


КС 


^,,)ж с «+ р(-Ц- + і)ет ѳ + 


. /\ 


А < о. 


( 6 . 2 ) 


Это неравенство линейно по отношению к обобщенным ско¬ 
ростям, которые, согласно соотношениям (6.1), не являются 
определяющими переменными. Так как второе начало тер¬ 
модинамики справедливо для произвольных скоростей про¬ 
цессов, необходимыми и достаточными условиями справед¬ 
ливости неравенства (6.2) являются равенства 


( к1 = 2р-^-х к _ К х 1 , с , = ^- = 0, Ѳ, А>0. (6.3) 

КЬ « к 

Из соотношений (6.3) і и (6.3) 3 следует, что плотность 
свободной энергии и тензор напряжения не зависят от гра¬ 
диента температуры. 
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В силу принципа материальной симметрии определяющие 
уравнения (6.1) должны быть инвариантными по отношению 
к группе преобразований, при которых не меняется симмет¬ 
рия материала. В случае изотропного тела они должны быть 
инвариантными и по отношению к произвольному ортого¬ 
нальному преобразованию. Следовательно, 

■ф(Смлч = ^ (ЯмкЯ лгт^кг., Ѳ)> (6 4) 

ЬЯ (С^дг! 6; Ѳ. к) — (Ямк^тРкО Ѳ; ЯмкР.к)- 

Необходимое и достаточное условие того, что плотность 
свободной энергии удовлетворяет условию (6.4) і, т. е. яв¬ 
ляется изотропной скалярной функцией, состоит в том, что 
она должна зависеть от тензора деформации только через 
его инварианты [122, 123]: 

•ф = 'ф(/ 1 , / 2 , / 3 , Ѳ), 

І\ = С КК , І2 = С К іС К і, Із = С К [^Сі М С мк . 

Необходимое и достаточное условие того, что поток тепла 
удовлетворяет условию (6.4) 2 , т. е. является изотропной век¬ 
торной функцией, состоит в том, что его можно представить 
с помощью равенства [122, 123] 

^к ~ ^(Ркі ^1 С кі ^ 2 С кпг С 1т) /> ( 6 . 6 ) 


где коэффициенты ко, к\, к 2 являются функциями темпера¬ 
туры и следующих 6 инвариантов: 

Л, Л>> /з. (см. (6.5)), 

^4 ~ С кІ®,$,1’ 4 = С кт С 1т®, к®,П 4 — ®,к®,к- ( 6 - 7 ) 

Из соотношений (6.3) 4 , (6.6) и (6.7) получаем новую фор¬ 
мулировку второго начала термодинамики 

Ѵб - І'^і^4'М5^®, (6.8) 


которая справедлива для изотропных термоупругих сред. 

С помощью уравнений (6.3) 4 и (6.5) получаем следующую 
определяющую зависимость между тензором напряжения 
Коши и обратным тензором деформации Коши с~} (с^ 1 на¬ 
зывается тензором деформации Фингера): 


"кі 


-*(■&■ 


ы 


+ 2 -24-с- 1 с 

+ ^ 31 2 С кт С 


ті 


+ 


Зд ф 

~дІГ 


Л — 1 л — 1 Л — 1 

ь ктУтпУпІ 


). (6.9) 


6.1.2. Линейная термоупругость. 
Определяющие уравнения 

Вопреки тому что реальные процессы являются нелинейными, 
исследователи очень часто используют линейные теории, с 
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помощью которых значительно упрощаются и без того слож¬ 
ные математические модели изучаемых сред. 

Допустим, что исследуемое тело находится очень близко 
к своему основному состоянию, которое характеризуется ну¬ 
левой деформацией и равновесной температурой Ѳо. Новое 
состояние тела параметризуется с помощью тензора беско¬ 
нечно малой деформации и отклонения температуры от ее 
равновесного значения. 

Для удобства с помощью соотношений (4.27), (4.29) и 
(4.61) представим определяющие зависимости (6.3) в мате¬ 
риальной системе координат: 

Г ^ = 2р 0 ^-, л = --Ц-. Ѳ.*й*> 0. (6.10) 

При сделанном выше предположении о линейности опреде¬ 
ляющей теории, пренебрегая квадратичным членом в правой 
части (3.36) и используя определение (3.40), получаем сле¬ 
дующее соотношение между тензором деформации Грина и 
тензором бесконечно малой деформации: 

= + ^ г кь- (6.Н) 

С помощью равенства (6.11) определяющее уравнение 

(6.10) і можно выразить через тензор бесконечно малой де¬ 
формации 

= Ро^- (6.12) 

Поскольку плотность свободной энергии является гладкой 
функцией определяющих переменных, ее можно разложить 
в ряд Тейлора в окрестности основного состояния. С точ¬ 
ностью до квадратичных членов получаем 

РоФ = Е кьмы в кь е М м -Ьу С (Ѳ Ѳо) 2 + (6 Ѳоі + N кі в кь — 

— Ройо (Ѳ — Ѳ 0 ) + сопзі, (6.13) 

где Дкгмм, акг, ^ки С, Цо— материальные тензоры соответ¬ 

ственно четвертого, второго и нулевого рангов. 

Из соотношений (6.12) и (6.13) следуют линейные опре¬ 
деляющие зависимости 

Т кь = Е кьм ^ мм -(- п к1 (Ѳ 0 О ) N К1 , (6.14) 

Рой = а кь е кь С (Ѳ Ѳ 0 ) + ройо- (6.15) 

Из принципа существования основного состояния следует, 
что тензор ТѴ/сі должен быть равен нулю. 

Из симметрии тензора бесконечно малой деформации и 
из вида квадратичной формы (6.13) следует, что тензоры 
Екьмы и ага удовлетворяют следующим условиям симметрии: 

. Е К імм — Емыкь = ■Ё'кьл'м = Е ькмм> — а 1К , 
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В соответствии с требованием линейности теории будем 
рассматривать поток тепла как линейную функцию опреде¬ 
ляющих переменных: 

Іг к = і + В кш е ьм -)- А к (Ѳ — Ѳ 0 ) -)- В к , (6.16) 

где Вкш, Ъм., Ак и В к — тензоры соответственно третьего, 
второго и первого рангов. В силу диссипативного неравен¬ 
ства (6.10) они должны быть выбраны таким образом, чтобы 
условие 

^/оА а'Ѳ, і + (0 Ѳо^ к А В КІМ Ъі М Ѳ' к + Вд-Ѳ, к ^ 0 (6.17) 

выполнялось для произвольных значений определяющих пе¬ 
ременных. 

Необходимое и достаточное условие справедливости не¬ 
равенства (6.17) состоит в том, что тензоры В киЛ , А к и В к 
должны быть тождественно равны нулю, а тензор должен 
быть неотрицательно определен. 

Следовательно, в линейной теории термоупругости спра¬ 
ведливы следующие определяющие уравнения: 

РоФ — -$Екімы в кіАмы + уС (Ѳ — Ѳ 0 ) 2 + о. кі ё кі (Ѳ — Ѳ 0 ), 

Ткі — В к і М №мы + а кх. (Ѳ — ®о). 

РоЛ — — а мы е мы С (Ѳ Ѳ 0 ) + РоЛо> 

Н к — ѵ 

где Екшы, акЁ и Х К і представляют собой соответственно тен¬ 
зор упругости, тензор теплового расширения и тензор тепло¬ 
проводности. 

Дальнейшую конкретизацию определяющих уравнений 
можно получить с помощью принципа материальной симмет¬ 
рии. В зависимости от симметрии материальной среды су¬ 
ществуют следующие возможные представления тензоров 
ЕкёМ№ и а*/.: 

1. При наличии инвариантности по отношению к группам 
Г 1 и Г 2 


( 6 . 18 ) 


Дни 


Д1122 
Е 2 222 


я. 133 

Ді 123 

я. 131 

Дці2 

Е 2233 

Е 2223 

Д2231 

Д2212 

Е зззз 

Ез 323 

Е зззі 

Д3312 


В 2323 

Дгззі 

Д2312 



Дзізі 

Д3112 




Д1212 


а п а 


12 


а,. 
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2. При наличии инвариантности по отношению к группам 
Г 3 , Г 4 и Г 5 


-ни 


51,22 

5,133 

0 

0 

5,112 

5 2 222 

5г233 

0 

0 

52212 


5зззз 

0 

0 

5зз,2 



52323 

59331 

0 




5з,з, 

0 


'1212 


Л 22 


3. При наличии инвариантности по отношению к группам 
Г 6 , Г 7 и Г 8 

5,Ц, 5,122 5,133 0 0 0 

52222 5оозз 0 0 0 

5 3 ззз 0 0 0 

52323 0 0 

5зізі 0 

5і212 

а,, 0 0 

а 22 0 
«33 




4. При^наличии инвариантности по отношению к группам 

Г , Г 


и Г" 
5|іи 


5,122 

Я„іі 


5цзз 

5цзз 

5зззз 


0 

0 

0 

5а323 


О 

О 

О 

О 

^2323 


5ці2 

5,1,2 

О 

О 

О 

5,212 
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5. При наличии инвариантности по отношению к группам 
Г 12 , Г 13 , Г 14 и г 15 


а и О О 
а„ О 


6. При наличии инвариантности по отношению к группам 
Г 16 , Г 17 Р 18 , г 19 и Г 20 


'1111 ^1122 
^1111 


<Х И О О 

а,, О 


7. При наличии инвариантности по отношению к группам 

1 и Г22 


Г 21 и Г 2: 


^1122 ^1133 ^ 1123 ^1 

^ііп Я.ізз 5 112 з Еі 


о о 

°іг О 


2" '^1111 — ^1122) 
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8. При наличии инвариантности по отношению к группам 
Г 23 , Г 24 и Г 25 


^1111 ^1122 ■Ё'ИЗЗ Е \ 123 О О 

^іііі ^ іізз ^цгз О О 

■Е'зззз 0 0 О 

Ео 3 23 О О 

^2323 ^ 1123 


2~(^'і111 ^ 1122 ) 

а,, О О 

0.22 О 

а 33 

9. При наличии инвариантности по отношению к группам 

р26 р27 р28 р29, рЗО и рЗІ 




■^1111 Е [[22 Е \\ 33 О О 

^іш ■Е’пзз О О 

Ё 3333 О О 

Е 2323 О 
^2323 


О 

О 

о 

о 

о 

Т (Епп — ^1122) 


'«и О 


10. При наличии инвариантности по отношению к группе 
ортогональных преобразований (изотропное тело) 


Я + 2р х Я 0 0 

Я + 2р Я 0 0 

Я + 2р О О 

р О 

11 



о 

о 

о 

о 

о 

I 1 
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Положительные константы X и р называют обычно констан¬ 
тами Ламэ. 

Определяющие уравнения для изотропного тела можно 
представить с помощью следующих зависимостей: 

Ро'Ф — ~2 ^( е кк) 2 + Р е кі е кі. + (Ѳ — Ѳ 0 ) 2 + о.е кк (Ѳ — Ѳ 0 ) X 

X РоТо (Ѳ — Ѳ 0 ), 

Ткі, = + ^км^ьм)] 8 м,ѵ + а ^Кі(Ѳ-%)> (6.19) 

РоЛ = — ав кк — О (6 — Ѳо) + РоЛо> 

Іі к = Я.Ѳ, к . 

6.1.3. Уравнения теплопроводности 

Из определения (4.82) и определяющего уравнения (6.3) по¬ 
лучаем 

е=-Ч> —-Ц- ѳ - (6-20) 

После подстановки соотношения (6.20) в уравнение (4.59), 
которое выражает закон сохранения энергии для простых 
материалов, получаем 

Ро — Р° ~Ш ("Ж ~~2 Т К1 ~Ы ^хі + ^х, х + Ро^- (6.21) 

С помощью соотношения (6.1 )з и определяющих уравне¬ 
ний (6.4), уравнение (6.21) можно преобразовать к виду 

РоѲ ~5Г Т І = ^х, к + Ро^- (6.22) 

Из сравнения уравнений (6.22) н (4.66) следует, что тер¬ 
моупругие среды являются локально-равновесными и в со¬ 
ответствии с равенством (4.80) диссипация энергии полностью 
определяется переносом тепла: 

Робу 11 == Ѳ, к Іг к . (6.23) 

В случае тела, которое описывается линейной теорией, 
после подстановки ті и Н к из соотношения (6.18) в уравнение 
(6.22) получаем уравнение теплопроводности в теории линей¬ 
ной термоупругости 

СѲ°-^-Ѳ + ѴгЯ кь + а кь 8 хг. + Р 0 е= 0. (6.24) 

Если рассматриваемая система изотропна, из %кі. = Хбке, 
а к ь — аЬкь следует 



где к 2 = — Х/СѲ о- Отсюда видно, что процесс переноса тепла 
сопряжен с процессом деформации сплошной среды. 
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Основной недостаток представленной теории состоит в 
том, что распространение тепла описывается дифференциаль¬ 
ным уравнением параболического типа, допускающим беско¬ 
нечную скорость распространения. Этот результат несовме¬ 
стим с физической сущностью рассматриваемого процесса. 
Несмотря на это обстоятельство, этот вариант теории термо¬ 
упругих сред широко используется в практике. 

6.1.4. Г раничные и начальные условия 

Уравнения равновесия и определяющие уравнения для тер¬ 
моупругих сред образуют замкнутую систему уравнений, ко¬ 
торые вместе с граничными и начальными условиями пред¬ 
ставляют собой вполне определенную граничную задачу. 

Чаще всего используют граничные условия, относящиеся 
к материальной поверхности 5 исследуемого тела, следую¬ 
щего вида: 

^А = ^(І Л ,0, ^65, 5с5, 

У к — Ѵк (Хр, і)> Хр^3\3, (6 25) 

= А Ѵ0(Х К ,І), Х к ^3, 5с5, 

Ѳ=Ѳ(*„,/), * Л <=5\5. 

Уравнения (6.25) представляют собой граничные условия 
смешанного типа. Частными случаями являются условия 

5 = 5, 5 = 5 или 5 = 5 = 0. Если поверхность тела яв¬ 
ляется источником теплового излучения, для нормальной 
компоненты потока тепла на граничную поверхность ис¬ 
пользуется выражение 

Л ((Ѵ, (**) = К[в(**)--во]. Х*е5, (6.26) 

где Ѳо — температура внешней среды. 

Начальные условия, которые обычно используются в тео¬ 
рии термоупругости, имеют вид 

0 ), 

-§Г^к =-§рЦ к (Х я , I) | Я* е= V, (6.27) 

0 = 0(ЛГ*, 0), 


6.2. Вязкоупругие среды скоростного типа 

Основным недостатком рассматриваемой теории термоупру¬ 
гих сред является то, что в ней не учитывается механическая 
диссипация энергии. Это справедливо только в случае про¬ 
цессов, протекающих с очень малой скоростью 4 
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Эвристические модели деформируемых тел, учитывающие 
конечную скорость деформации, предлагались еще в про¬ 
шлом веке Максвеллом (1867 г.) [87, 88], Майером (1874— 
1875 гг.) [97—99], Фойгтом (1889 г.) [138] и другими авто¬ 
рами. Здесь мы представим некоторые из наиболее часто 
используемых современных моделей сред скоростного типа. 

6.2.1. Термодинамическая модель 
типа Кельвина — Фойгта 

С целью обобщения теории термоупругости к реактивным пе¬ 
ременным добавляется скорость изменения тензора дефор¬ 
мации Грина. В наиболее общем виде определяющие уравне¬ 
ния исследуемой вязкоупругой среды скоростного типа пред¬ 
ставляются следующим образом: 


4/ 

— Ткь(рмц\ С Мм \ 

9; 9, дг^ х к , к х і,и 

К 

II 


^ Г • й 
01 ^А№> 0 

; 9, дг^ х к . К , 

Ф 

= ф 

(с М д,; 

Т) р .о. 

9. . 

е 

= е( 


® Г .о. 

01 °> 

9, лг) > 

Г) 

= п( 

Сми’ 

-0І~С М м; 9; 

9, уѵ) • 


В предельном случае, когда скорость деформации стре¬ 
мится к нулю, определяющие уравнения принимают вид 

іи — Т°кь (Смлп Ѳ; ѳ, л/) Хк. к х і, г- Ьк = И°к {Сми I 0; Ѳ, д/) Хк. к> (6.29) 
Ф = Ф° {Смы* 6; 9, лг)> е = е ° (СмК’ 6; 9. лг)> Л = Л 0 {Смм> 9; 9. дг). 

Уравнения (6.29) совпадают с определяющими уравне¬ 
ниями для термоупругих сред. Для предельных скоростей де¬ 
формации получаем 


Іи — (Ткг + 7дг) Хк. кХі, ь Ни = ( Н°к + Ик) Хк. 

•ф = ф 0 + ф°, е = е° + е°, ц = т| 0 ц 0 , (6.30) 

где диссипативные величины /г*. Ф°, е° и ц 0 обра¬ 

щаются в нуль при Скс — 0. 

Подставляя соотношения (6.29) 3 и (6.30) 3 в неравенство 
(4.83), получаем следующую формулировку второго начала 
термодинамики, которая справедлива для сред типа Кель- 
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вина — Фойгта: 

- т (Щ + ^)] ж с « + р (ж + ч) ж+ 

<5Л° й 2 С к , й 1 

+ Р —ТГ -7^+Р— 1 - Ѳ. К — 4- Ѳ. *А* < 0. (6.31) 

А ° г йі 2 г)Ѳ Оі Ѳ * ^ ѵ 

0 ь КГ. • л 


Это неравенство линейно по отношению к обобщенным ско- 
ростям -щтС К1 , Ѳ, -р]-Ь, к> которые, согласно уравне¬ 
ниям (6.29) и (6.30), не являются определяющими перемен¬ 
ными. Следовательно, необходимые и достаточные условия 
справедливости неравенства (6.31) при произвольных ско¬ 
ростях термодинамического процесса имеют вид 


<Эг|Г 


д ° с 

°Ж к 1 - 


то _ 2 0 
1 Кі Ро <ЭС„, 

Л ь 


^-=0, = —— , 

аѳ ( к зѳ 

Т ~Ш Скь “1“ ТГ к^к ^ 


(6.32) 


Из этих ограничений на определяющие зависимости, ко¬ 
торые следуют из неравенства Клаузиуса — Дюгема, получаем 


(2р зс к і х ь ,к х і , ь’ е ° 0* (6.33) 


С помощью закона сохранения энергии (4.59), определе¬ 
ния (4.82) и ограничений на определяющие уравнения (6.32) 
получаем уравнение 

Ро® оі Л = к Р е ~2 оі ^к^' (6.34) 

Из сравнения уравнений (6.34) и (4.66) следует, что среды, 
описываемые моделью Кельвина — Фойгта, являются локаль¬ 
но-неравновесными. Из уравнений (6.34) и (4.79) получаем, 
что диссипация энергии определяется не только переносом 
тепла, но и внутренним трением среды, которое представлено 
диссипативной частью тензора напряжения 

Ѳуі = — С К1 + Ѳ К Н К . (6.35) 


Если допустить, что внутреннее трение и перенос тепла яв¬ 
ляются независимыми процессами, то по отдельности будут 
удовлетворяться диссипационные неравенства 


О 
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Равновесная часть тензора напряжения не зависит от тен¬ 
зора скорости деформации и в случае изотропных сред мо¬ 
жет быть представлена с помощью локально-равновесной 
формулировки зависимости (6.9): 


“ 2р ( 


<Эі|) 

Ж 


'Ы 




д/ъ *'ктгтп % 'пІ 


с т ! + з^г‘и--. с 


(6.37) 


Диссипативная часть тензора напряжения представляет 
собой тензорную функцию, зависящую от тензора деформа¬ 
ции и тензора скорости деформации. Из принципа одинако¬ 
вого присутствия следует, что диссипативная часть напряже¬ 
ния должна была бы зависеть и от градиента температуры. 
Но подобная зависимость исключена, так как она не нахо¬ 
дит экспериментального подтверждения. Поэтому в случае 
изотропной среды представляет собой изотропную тен¬ 
зорную функцию вида [122, 123] 

*кІ = К Ь кІ + К С кІ + К С кт С т\ + М« + к \ а кт<*т1 + 

"1“ к Ъ { С кт^тІ ^кт С т ]) "Ь к 6 { С кт С тп^пІ “Ь ^ кт С тп С пІ ') “Ь 
+ { С кт а тп а Ш + й кт а тп С п1 { ) + К {?іт С пА П + 

+ *ш* т пЪ'сй 1 )> (0-38) 

где М = ("^ 7 ^кх) Хк, А,, і — тензор скорости деформации, 

а ко, к і, ..., к & являются полиномиальными функциями инва¬ 
риантов 

Л. / 2 . ^3 (см. (6.5)), 

^1 ^кк > ^ 2 == ^кі^ік’ ^3 ^кі^ Іп^ пк> ^ 

ѣі~ С к№ік’ §5 “ С к№і п^пк’ %~ С кІ С Іп^пк’ 

% С кІ С Іт^тАгк‘ 

При малых деформациях и малых отклонениях темпера¬ 
туры от ее равновесного значения целесообразно исполь¬ 
зовать линейную теорию. Поскольку плотность свободной 
энергии не зависит от скорости деформации и совпадает с со¬ 
ответствующей величиной в случае термоупругих тел, из урав¬ 
нений (6.18) і и (6.32) получаем 


“ ^КШИ Ъ МИ "Ь а кі (® Ѳ о). 
р 0 г) “ — а мы*мы — ® (Ѳ Ѳ 0 1 + РсДо- 
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Из требования равенства нулю диссипативной части тен¬ 
зора напряжения при Скь = О в линейном случае следует 

Ткі. = іікі.лілг -щ- емы, (6.41) 

где тензор Цкиин удовлетворяет условиям симметрии 
Лктмлг = Цскмы = Цлгглгм- 

В соответствии с требованием, чтобы второй закон тер¬ 
модинамики выполнялся после подстановки уравнения (6.41) 
в уравнение (6.36) ь получаем, что тензор цк.ши неотрица¬ 
тельно определен по отношению к квадратичным формам, 
образованным с помощью тензора и удовлетворяет усло¬ 
вию г|к илы — Цм/ѵ/ а- 

Аналогично разд. 6.1.2 здесь можно показать, что закон 
Фурье 

і> (6.42) 

где — симметричный неотрицательно определенный тен¬ 
зор, остается в силе. Дальнейшая конкретизация теории мо¬ 
жет быть получена при наличии инвариантности по отноше¬ 
нию к определенной группе симметрии. 

Из соотношений (6.34), (6.41) и (6.42) получаем уравне¬ 
ние теплопроводности в среде типа Кельвина — Фойгта 

Сбо Ѳ = Д-ктА кт + %длпѵ вмы + а мы тд е лм + Ро^- 

(6.43) 

Ввиду линейности теории квадратичным членом в правой 
части равенства (6.43) можно пренебречь, так как он яв¬ 
ляется величиной более высокого порядка. 

Здесь, так же как в случае уравнения (6.24), мы сталки¬ 
ваемся с проблемой конечности скорости распространения 
тепла. 

При решении граничных задач с использованием опреде¬ 
ляющих уравнений рассматриваемого типа граничные и на¬ 
чальные условия (6.25), (6.27) остаются в силе. 

6.2.2. Вязкоупругие среды, зависящие от скорости 
тензора напряжения 

В ряде случаев поведение материала требует, чтобы в ка¬ 
честве независимых переменных рассматривались и тензор 
напряжения, и его скорость. Поэтому мы представим теорию 
вязкоупругих сред скоростного типа в варианте, в котором 
в качестве активной переменной используется тензор дефор¬ 
мации, а в качестве реактивной переменной — тензор напря¬ 
жения и его скорость. При этих предположениях определяю- 
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щие уравнения могут быть представлены в виде 


Ёкі —[Т мы'і Ѳ; Ѳ, Л 1 ) Х к- К х 1, л» 

^к = ^К МАО ТМЫ’ Ѳ; Ѳ. #) х к, Ку 

ъ = ъ(т мм \ -^-т’млг; Ѳ; ѳ,„), (6.44) 

е = е (Т ш] ~^-Т мы \ Ѳ; Ѳ, ^, 

Л = Т 1 (т’млб ■дТ" Тми', Ѳ; Ѳ, дг) • 

С помощью преобразования Лежандра 

р = е -Ъ Ц -±-Т К1 Е К1 (6.45) 

неравенство (4.83), выражающее второе начало термодина¬ 
мики, можно представить в виде 

Рж /7 + Р’іж ѳ + і^і- г и-| Ѳ 'А<°. (6-46) 


где в соответствии с выражениями (6.44) и (6.45) Р — функ¬ 
ция реактивных определяющих переменных. Выражая мате¬ 
риальную производную потенциала Р в уравнении (6.46) 
через частные производные по реактивным переменным, по¬ 
лучаем 



+ Р —пг -(6.47) 

д {ж г ы) 

Аналогично уравнениям (6.30) активные переменные в 
уравнении (6.47) можно представить в виде суммы равно¬ 
весной части, не зависящей от скорости тензора напряжения, 
и диссипативной части, представляющей собой функцию ско¬ 
рости тензора напряжения. По аналогии с неравенством 
(6.31) получаем 


р (ж + Т) ) Ж Ѳ + р [ 

, дР° 

д (ж т «) 


дР 


дТ 


кь 


Т 0 (*« + %)] ж Т К1 


+ 


0 т і „ дР 
0і 2 ікь-т Р дѳ 


,к 


° ѳ.к-іѳ, А< 0 . 


01 


(6.48) 


7 Зак. 609 
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линейно по обобщенным скоростям 


Это неравенство 

° Ткс< - 777 - Ѳ, ~г Ѳ, к которые, согласно соотношению (6.41), 


/И 2 


не являются определяющими переменными. Следовательно, 
необходимые и достаточные условия того, чтобы при про¬ 
извольном допустимом термодинамическом процессе имело 
место неравенство (6.48), имеют вид 


дР° 

= 0, 

дР 

_ — 0 

( О т 

<50. К 


\01 хг) 

1 



дР 


_ Л . 

дР 

аѳ ’ 


дт кь 


о Ѳ к^к 

Р Е КС- Ж Т К, “I ѳ ^ 


(6.49) 


Из выписанных выше ограничений на определяющие за¬ 
висимости следует 

Е кь--РЖ~ + Е кі.' Р° = е° = г\° — 0. (6.50) 

К .і/ 

Используя определение (6.45) в формулировке закона со¬ 
хранения энергии, получаем 

Ро ~БГ Е Р°~БГ Екі Ж Екь — х + Ро е • (6-51) 

Из уравнения (6.51) и ограничений на определяющие со¬ 
отношения (6.49) получаем уравнение баланса энтропии в 
рассматриваемой среде 

Р° ѳ 7 ТГ ^ = к “Ь Е кі ~Ж Е ■ хг' (6.52) 

Сравнивая уравнения (6.52) и (4.79), получаем уравнение 
баланса диссипативной энергии 

РоѲу 11 — Е^ Т кь + Ѳ, ^/г^. (6.53) 


При малых деформациях и малых отклонениях темпера¬ 
туры от ее равновесного значения термодинамический потен¬ 
циал Р можно аппроксимировать квадратичной формой 

Ро Р = ' 2 " Екыли^ кіТ МN “Ь ~ 2 Е (Ѳ “ Ѳо ) 2 + 

+ й^і,Г КІ (Ѳ — Ѳ 0 ) + іѴкіР оЛо(Ѳ Ѳо) + сопзі:, (6.54) 

где материальные тензоры Екилы, Я/сь. (V удовлетворяют усло¬ 
виям симметрии 

Рк^МN — Р^КМN — Е}АNК^’ йкь—®и<;> М[(і=Ыі К . 
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При малых скоростях изменения тензора напряжения дис¬ 
сипативная часть тензора деформации по аналогии с выра¬ 
жением (6.41) может быть аппроксимирована линейной функ¬ 
цией 

А = г\кі*мы -уу Т мы + ы> (6.55) 

где тензоры цкшы и А К і.м должны выбираться так, чтобы 
было выполнено диссипативное неравенство (6.49)5. Далее по 
аналогии с соотношением (6.36) допустим, что механическая 
и тепловая диссипации энергии являются по отдельности по- 
л ож ител ьн ым и величинам и: 

^ь-Ы Т кь> 0 ' Ѳ А>°- (б- 56 ) 

Из уравнений (6.56) і и (6.55) следует, что 

А К ьы = 0. (6.57) 

Тогда из соотношений (6.54), (6.49), (6.50) и (6.57) полу¬ 
чаем линейные определяющие уравнения следующего вида: 

г кі~ Ё КІ мыТ ш X \КШN-І)^' Тмы + &кі (0 — Ѳо). (6.58) 

— РоЛ = а кіТкь + С (Ѳ — Ѳ 0 ) — р 0 г)о- 

С помощью неравенства (6.56 )2 получаем, что в линеари¬ 
зованном варианте теории остается в силе закон Фурье 

— (6.59) 

где — симметричный неотрицательно определенный тен¬ 
зор. 

С помощью уравнений (6.52), (6.55), (6.57), (6.58) и 
(6.59) получаем уравнение теплопроводности 

ѲоС 1 -уу Ѳ = Я^Ѳ, і К + р 0 е + Цк^мN'^р Т К1 -уу Т мы а мы~оГ^мы‘ 

(6.60) 

Поскольку теория является линейной, квадратичным членом 
в уравнении (6.60) можно пренебречь. Отсюда видно, что и 
в этом случае (так же как в примерах, рассмотренных до сих 
пор) баланс тепла описывается дифференциальным уравне¬ 
нием параболического типа, которое допускает бесконечно 
большую скорость распространения. 

Граничные и начальные условия различных задач, кото¬ 
рые могут быть смоделированы при помощи представленных 
выше определяющих зависимостей, задаются уравнениями 
(6.25) и (6.27). 


7 * 
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6.2.3. Вязкоупругие текучие среды скоростного типа 

В соответствии с нулевым началом термодинамики каждое 
сплошное тело имеет хотя бы одно основное состояние. Ха¬ 
рактерной особенностью текучих сред, которую можно рас¬ 
сматривать в качестве их определения, является то, что они 
имеют бесконечно много основных состояний. В качестве по¬ 
стулата принимается, что все состояния, для которых плот¬ 
ность массы совпадает с исходной, являются основными со¬ 
стояниями. Это свойство текучих сред предоставляет извест¬ 
ную свободу при параметризации деформированного состоя¬ 
ния. Допустим, что в момент времени ( между пространствен¬ 
ной конфигурацией среды и выделенным основным состоя¬ 
нием существует зависимость вида 

х к.К—1ёкК> (6.61) 

которая выражает то обстоятельство, что рассматриваемое 
состояние текучей среды можно получить из основного со¬ 
стояния с помощью только одной чисто объемной деформа¬ 
ции и только одного пространственного поворота. Соответ¬ 
ствующие выражения для тензора деформации Грина и его 
скорости изменения имеют вид 

Скі.— х к- К х к і — Р^кѵ> (6.62) 

— {ѵ к . I 4- у г, к) х к- К х 1. I = ^кі^ёккёіь- 

В наиболее общем виде определяющие зависимости мо¬ 
гут быть представлены следующими выражениями: 

^ кі == С і (А д тп , Ѳ, Ѳ, п ), 
к-к кк (А д тп , Ѳ, Ѳ. Д, 
е = е (/; й тп \ Ѳ; Ѳ, „), (6.63) 

Л Л > д тп) Ѳ, Ѳ „), 
ф = ф(У; (1 тп \ Ѳ; Ѳ, „). 

Выражения (6.63) можно разложить в ряд Тейлора по сте¬ 
пеням йы- Первые члены в этих разложениях представляют 
собой равновесные значения активных величин. Остальные 
члены могут быть сгруппированы в выражения, которые об¬ 
ращаются в нуль при йкі— 0. Так что при 0 получаем 

і ы = 4 (/; Ѳ; 0 т ), К = Ѳ; 0 т ). (6.64) 

В общем случае имеем 

*к1 = * 0 к1 + ( %г Ьк = Ь1 + к%, (6.65) 

где диссипативные члены обращаются в нуль при йкі = 0. 
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После подстановки выражений (3.11), (4.8) и (6.63) 5 в 
неравенство (4.83), получаем следующее представление вто¬ 
рого начала термодинамики, справедливое для вязкоупругих 
текучих сред скоростного типа: 


<Эі|) 


ы 


+ р 


~дсГ 


кі 


Е> , 
т йк1 


р дв\ йі ®- 

. к 


\ к 


0 Ѳ, А ^ 0. 


( 6 . 66 ) 


Согласно уравнениям (6.63), активные переменные не яв¬ 
ляются функциями обобщенных скоростей ~ Ѳ, -^-Ѳ. 

Следовательно, необходимые и достаточные условия 

того, чтобы неравенство (6.66) выполнялось при произволь¬ 
ном термодинамическом процессе, имеют вид 

_ дт|) 

П ~кп Ч— ла > Ч — л., 

Л Ы 

(6.67) 


/о = 

1 кІ Ро ы 0 


_ 


ЛѲ 


0, 


. к 


( кІ ^кі + 


ѳ ®. А ®‘ 


Первый член в последнем из неравенств (6.67) представляет 
собой диссипацию энергии вследствие внутреннего трения, 
а второй — вследствие переноса тепла. Аналогично рассмот¬ 
ренным до сих пор случаям предположим, что диссипативные 
неравенства 

( 6 . 68 ) 


*кі а кі > 0 . 


ѳ А>о 


в этом случае также удовлетворяются по отдельности. 

За очень немногими исключениями, текучие среды яв¬ 
ляются изотропными. Поэтому, как это было сделано в со¬ 
отношениях (6.6) и (6.38), воспользуемся представлениями 
[121 — 123] 

*кІ ~ й 0 ^кі а 1 ^кI "Ь а 2 кт ^ ті И 3®, А®. I ’Ь ~2 И 4 X 

X (®. к ^ ті + ®. I т Н”' 2 ^тпт (®. а А + ®. , йпк\ (6-69) 

А к — (&0 &кІ + ^1 &кІ + ^2 Акт & ті ) ®, Ь (6.70) 

где а т и к т — полиномиальные функции якобиана 7, темпе¬ 
ратуры Ѳ и тензорных инвариантов 

1(, ! ? , и (см. (6.39)), / 6 (см. (6.7)), 

Сі = ^ЙІ®. А®. (> ^2 = &Ы ^{т®. А®. іц< 


(6.71) 



198 


Неравновесная термодинамика 


Появление в соотношении (6.69) градиента температуры 
является следствием принципа одинакового присутствия, од¬ 
нако оно не подтверждается экспериментом. Поэтому в даль¬ 
нейшем рассмотрении мы будем считать, что величины аз, «4 
и а 5 тождественно равны нулю, а величины а 0 , а\ и а 2 яв¬ 
ляются функциями только /, Ѳ и тензорных инвариантов |і, 

С помощью выражений (6.69), (6.70) и сделанных выше 
предположений диссипативные неравенства (6.68) можно 
представить в виде 

а о й кк + й кі й к і -(- а 2 й кт й ті й 1к ^ 0, 

(6.72) 

^оѲ, Д к + к\ Д I + ^2 Акт Д Д I ^ 0. 

При малых градиентах скоростей выражение для диссипа¬ 
тивного напряжения можно линеаризовать по отношению к 
тензору скорости деформации: 

1 кі — А йтт&кі + 2ц СІкГ (6.73) 

Здесь величины Яиц являются функциями якобиана и аб¬ 
солютной температуры. После подстановки выражения (6.73) 
в соотношение (6.68) і получаем диссипативное неравенство 
следующего вида: 

І(4 т )Ч2Мц^>0. (6.74) 

Необходимые и достаточные условия справедливости этого 
неравенства сводятся к соотношению 

ЗА + 2ц > 0, ц>0. (6.75) 

После подстановки соотношения (6,75) в формулу (6.65)! по¬ 
лучаем выражение для тензора напряжения 

= — Р^иі + Я й тт .& к і + 2ц й к1 , (6.76) 

где 

р = Д77) 

есть давление в системе. Если подставить выражение (6.76) 
в уравнение закона сохранения количества движения (4.24), 
то получим хорошо известное в гидродинамике уравнение 
Навье — Стокса 

Р -[х ѵ к = — Р, к + (я + р) Ѵі, ік + 1 го к, и ~г Р?к- (6.78) 

Уравнение баланса энтропии, которое следует из закона 
сохранения энергии (4.58) и из определяющих уравнений 
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(6.67) и (6.73), имеет вид 

рѲ Ж 11 = * ( а тт) 2 + 2(1 й ы й к1 + Н к , к + ре. (6.79) 

Если допустить, что градиент температуры является малой 
величиной, то из соотношений (6.70) и (6.72) получаем закон 
Фурье 

Н к = ІѲ, к> 0. (6.80) 

Для дальнейшего упрощения рассматриваемой проблемы, 
рассмотрим случай, когда исследуемая сплошная среда на¬ 
ходится в состоянии, близком к тепловому равновесию. То¬ 
гда плотность свободной энергии можно представить в виде 
квадратичной функции абсолютной температуры 

Ф = | / (/) (Ѳ - Ѳ 0 ) 2 + § (7) (Ѳ - Ѳ 0 ) + Л (/). (6.81) 

Из уравнений (6.81), (3.11) и (6.67) 2 следует 

Ж Ч = [# < Ѳ - Ѳ о) + -§-] М кк + ! О) -§? Ѳ. (6.82) 

После подстановки выражений (6.82) и (6.80) в уравне¬ 
ние (6.79) получаем 

р/ (/) ѳ -§і- ѳ - \ о і тт ) 2 + 2р а к1 а к1 + к *ѳ. к + 

+ ре-/р[^(Ѳ-Ѳо) + -^]^ й . (6.83) 

Уравнения (6.78) и (6.83) вместе с законом сохранения 
массы (4.8) представляют собой основные уравнения теории 
Навье — Стокса — Дюгема. 

Граничные условия, которые обычно используются при 
решении задач, связанных с движением термовязкоупругих 
сред, имеют вид 

ІкіП к — і\ П) (х), ХЕ8, 

Ѵ к = Ѵ к (х), X <= $\5, 

(6.84) 

Ѳ = Ѳ(х), хе|, 

Н к п к = Ы п) (.г), х е 

* 

где 5 — внешняя пространственная поверхность среды, а в 
и 5 — некоторые ее части. 

В качестве начальных условий чаще всего используются 
функции вида 

Р = Р (0, х), х 6= ѵ, 

ѵ к = ѵ к Ф> х ). хеѵ, (6.85) 

Ѳ = Ѳ(0,х), х е ѵ. 
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6.2.4. Термоупругие среды, зависящие от скорости , 
изменения температуры *) 

Одним из существенных недостатков рассмотренных до сих 
пор моделей является то, что они допускают бесконечную 
скорость распространения тепла. Причина этого кроется в 
использованной выше формулировке второго начала термо¬ 
динамики (4.69). В работе [67], которой мы будем следовать 
в этой части, Грин и Линдсей предложили заменить абсо¬ 
лютную температуру в неравенстве Клаузиуса — Дюгема не¬ 
которой новой функцией Ф, названной ими термодинамиче¬ 
ской температурой: 


О (6ь \ е - 

Р ~Ш 11 _ ('Ф ),* 


0. 


( 6 . 86 ) 


Эти авторы предположили, что, когда скорость изменения 
температуры стремится к нулю, термодинамическая темпера¬ 
тура Ф совпадает с абсолютной температурой Ѳ. Тогда с по¬ 
мощью обобщенного определения плотности свободной 
энергии 

ф = е — Фті (6 87) 

неравенство Клаузиуса—Дюгема можно представить в виде 

<’(ж’» + ч4- ф )-т 7 '«ж с ^- і # і < 0 ' < 6 - 88 > 

Следуя Грину и Линдсею, выразим определяющие урав¬ 
нения с помощью следующих зависимостей: 


4/ — Т К і ^С мы ', 

Ѳ; -щ- Ѳ; Ѳ, х к _ к х и і. 

= И к (^С м н1 € 


е = е (^С мы ) Ѳ; 

Тй" Ѳ: 

Л “ Л (Слші Ѳ; 

~5Т Ѳ; * 

ф = ф ^С млг ; Ѳ; 

Ѳі Ѳ.м) , 

ф — ф (Смя’> 6; 

Ж Ѳ -Ѳ.м). 


(6.89) 


После подстановки уравнений (6.89 )б, 6 в неравенство 
(6.88) получаем следующую формулировку второго начала 

') Подробное изложение теории вязкоупругих тел с учетом зависимо¬ 
сти от скорости изменения температуры можно найти в книге [126]. 
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термодинамики: 



Полученное неравенство линейно по обобщенным скоро- 
стям ~^С КЬ , -^-Ѳ, к , др-Ѳ и градиенту тензора деформа¬ 
ции, Сми,к■ Однако коэффициенты перед этими величинами не 

являются независимыми, так как они зависят от теплового 

* 

потока. Если мы допустим, что е является произвольной на¬ 
перед заданной функцией времени, то необходимые и доста¬ 
точные условия справедливости неравенства (6.90) при произ¬ 
вольном возможном термодинамическом процессе имеют вид 



(6.91) 


Допустим теперь, что Н К Н К Ф 0; тогда из соотношений 
( 6 . 91 ) 4 , б получаем 


<ЭФ 

«и 


= 0 , 


дФ 


дС 


ЫН 


0 . 


(6.92) 
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В свою очередь из соотношений (6.91) і, а и (6.92) следует 
4/ = 2 Р-зР-*ьк*г.і> 

(6.93) 

,_ Ф Зф 

п к —9 дф ‘аѳ _ 7 х к. К- 

д [(/>//») Ѳ] 

С помощью соотношений (6.91), (6.92) и (6.93) уравнение 
(4.58), выражающее закон сохранения энергии, может быть 
преобразовано к виду 

( Зф . ЗФ Л Н о , гт> в і дф д „ 

Ро Іж 11 зѳ і л/ ѳ р ° ф йі 11 Ро зѳ Ж' 0, * 

к Рое = о. (6.94) 

В линейном варианте рассматриваемой теории термоди¬ 
намическую температуру Ф и плотность свободной энергии 
аппроксимируют следующими квадратичными формами: 

Ф =* Ѳ + ѵ<°> ^ Ѳ + ѵ<» (Ѳ - Ѳ„) Ѳ + ѵ< 2 > (-^- Ѳ) 2 , (6.95) 

РоФ = а(°)—а ( 9 (Ѳ—Ѳ 0 )—а< 2 > (Ѳ—Ѳ 0 ) 2 —а< 3 > Ѳ — а< 4 > — 

— а< 5 > (Ѳ — Ѳд)Ѳ + — — ®о) — ^] 8 кг.+ 

+ [^к + л к ] ( ѳ — ѳ о) + ^ > Ж е ] Ѳ ^ + і Е кьмм е кі. е мк + 

1 ѵ<°> 

+ Т17 1 Акш ъ к$- м■ (6.96) 

Поскольку для основного состояния рассматриваемой 
среды 

кі = 0, г к і = 0, ж ѳ = °, Ѳ = Ѳ 0 . (6.97) 


получаем следующие ограничения на определяющие зависи¬ 
мости: 


лр = лл>. 


а 


'Кк ' 


0. 


(6.98) 
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Разложение, аналогичное (6.96), можно провести и для 
плотности свободной энергии: 

р 0 е = а<°) + а<» (Ѳ - Ѳ 0 ) + р 0 с [(Ѳ - Ѳ 0 ) - (Ѳ ~ Ѳ ° )2 ] + 

+ Рот ^ Ѳ + а< 4 > Ѳ) 2 + а® (Ѳ - Ѳ 0 ) Ѳ + 

+ (ѲоРкг. — (Ѳ — Ѳо) + Ѳ^Ѳ, ^ + 

+ ~2 Екшы е кі. е мы + ~2 к®, ь- (6.99) 


После учета соотношений (6.94), (6.96) и (6.98) в (6.91) 3 
и (6.93) приходим к следующим линейным определяющим 
уравнениям: 

Тк.ь — Е К ши ъ мы Ркі (Ѳ — ®о) Ѳ • 


Ѳ 0 /> 


ц = 


г к = ~й )~-57 Ѳ + РдА и 

»<2)«(3) 


( 6 . 100 ) 


_^_[ а ,„ + ( а „_х^і) ( е-ѳ 0 ) + 

+ 2 (”"’ - ) іг' 8 + VV ~ к] • 


Соответствующее диссипативное неравенство (6.91) 6 прини¬ 
мает следующий конкретный вид: 


-ТТ7- (а (2 > + 2ѵ (2 >а<6 


2а' 4 *, ѳ) 


2 АЛ к 
+ 2 ■ к - к 


Л 




т 


Ѳ + 


_|_ В к 1 


Ѳ,Ді< 0. (6.101) 


С помощью уравнений (6.99), (6.100) и локальных форму¬ 
лировок (4.24), (4.58) закона сохранения количества движе¬ 
ния и закона сохранения энергии получаем следующие основ¬ 
ные уравнения, справедливые для однородных сред: 


, — — Ѳ 0 + ѵ (0 > ѳ) ^ + Ро Ік : 


: КШцУм- NI . 


й г й О 

рот ~Б? ^ РоС ~5Г® дГ 8кг 


т> 2 и к 
Ро П#2 > 

, 6 . 102 ) 




Иі 


ѳ,к- 


— кь — Рое — 0. 

Как видно из второго уравнения (6.102), баланс тепла в рас¬ 
сматриваемой среде описывается гиперболическим дифферен- 
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циальным уравнением, которое не допускает бесконечной ско¬ 
рости распространения температурных возмущений. 

Обобщение рассматриваемой теории, включающее в себя 
скорость изменения тензора деформации как реактивную пе¬ 
ременную, было предложено Ивановым [75]. Определяющие 
уравнения, полученные этим автором в линейном случае, мо¬ 
гут быть представлены в виде 


Т'кі — ^ кшм г мы 

Ѳ- 

Ро 1 ! = а + а к г. 8 кі + с 0 ^ 


т и кьмы~^ ъ мы 

^ к — Ьк тй'Ѳ — 

ѳ — ѳ 0 


Кк&г., 

н о 


(6.103) 


о „ 


6.3. Вязкоупругие среды с памятью 

Основной недостаток термодинамической теории сред ско¬ 
ростного типа заключается в том, что она применима только 
к процессам, протекающим с малой скоростью. Кроме того, 
ее нельзя использовать для моделирования релаксационных 
свойств активных переменных. Один из наиболее распростра¬ 
ненных методов учета диссипативных эффектов состоит в по¬ 
стулировании связи между активными и реактивными пере¬ 
менными: 

4/ (0 = [^ЛНѴ ( 5 ); Ѳ ( 5 )'> Ѳ. N ( 5 )] х к. К х 1• Ь 

5= -ОО 

к ъ, (0 — [Смм («); 0(5); Ѳ, я ( 5 )] х к< К , 

5= -оо 

е{1)= <8 [С мы (8); Ѳ(5); Ѳ.*(в)], (6.104) 

$*= — оо 

ц{()= Н [С муѵ (5); Ѳ(5); Ѳ іЛГ (5)], 

5= - оо 

Ф (/) = [С МД г (5); Ѳ («); Ѳ, „ (5)]. 

5» — оо 

Определяющие уравнения, в которых связь между тензо¬ 
ром напряжения и тензором деформации имеет интегральный 
вид, были использованы еще Больцманом (1874 г.) [25] и 
значительно позднее Вольтерра (1909 г.) [140]. Современная 
теория вязкоупругих сред с памятью построена Коулменом и 
Мигелем [40, 41, 44], Маккарти [89], Гуртином [70], Ван¬ 
гом [141], Работновым [19], Седовым [20], Ильюшиным и 
Победря [10] и др. 
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6.3.1. Основные понятия и математические символы, 
теории сред с памятью 


Рассмотрим пространство 11 упорядоченных троек 

А(/) = (ад х ®1 л ; Ѳ; Ѳ к І х )е=11. (6.105) 

Л(0 будем называть локальным состоянием рассматривае¬ 
мой среды. В пространстве И введем норму 

|Л(0] = [С^Сх г + 0 2 + 0.*0 х р. (6.106) _ 

Под локальной историей сплошной среды мы понимаем 
совокупность всех прошлых локальных состояний 

А\ 8 ) = \(1- 8 ) г 8> 0 . (6.107) 

В соответствии с принципом убывания памяти состояния 
более отдаленное прошлое влияет слабее на локальное со¬ 
стояние среды в данный момент. Это можно учесть с помощью 
функции памяти у 2 ($), которая является монотонно убываю¬ 
щей, ограниченной, положительной и квадратично интегри¬ 
руемой: 

оо 

^ V 2 (5) дс < + оо, у 2 ( 5 ) < + оо• (6.108) 

о 


Через Я обозначим пространство локальных историй, для 
которых норма 


І|Л(.)||; 


ОО -11/2 

$Ѵ 2 (5)Л* (5) -Л' (5) (6.109) 

п -■ 


является конечной величиной. Если ввести скалярное про¬ 
изведение 

оо 

'Л.(-). Л 2 (•)) = ^ у 2 ($) Л[ ( 5 ) • Л* ( 5 ) е?5, (6.110) 

о 


то пространство Я превратится в гильбертово пространство. 
Норма разности двух историй тогда имеет вид 


I А, (•),—Л,( 


[=($ V 2 (5) (Л{ (5) — Л* (5)) • (Л‘ (5) — 
— Л|($)) . 


( 6 . 111 ) 


Поскольку у 2 (з) —убывающая функция, из соотношения 
(6.111) следуют, что более отдаленные во времени различия 
локальных историй меньше влияют на норму. 

В наиболее общем виде определяющие уравнения сред 
с памятью могут быть представлены с помощью функциона- 



206 


Неравновесная термодинамика 


лов вида 

5~оо 

Р = Р [Л (/); Л { (5)] = й [Л(/); Л* (я)]. (6.112) 

5 = 0 


где локальное состояние Л(/) и локальная история Л'($) при¬ 
надлежат соответственно нормированным пространствам И 

и Н. 

Для целей, которые здесь преследуются, необходимо вос¬ 
пользоваться некоторым обобщением операции дифференци¬ 
рования функций. 

Говорят, что функция /: /? ->• дифференцируема в К, 
если существует функция /?->/?, такая, что 

Ііш ( Пх + Н) . ~ ! (д;) — Г (*)) ->0. (6.113) 

Н-* о х П ' 


Пусть §: Через у обозначим произвольный век¬ 

тор из /? 3 . Производной по направлению у называют функ¬ 
цию /? 3 <8>/? 3 которая определяется равенством 


Ііш ( (х) ) о. (6.114) 


Обобщением производной по направлению в функцио¬ 
нальном пространстве является производная Гато. Пусть <8 и 
%—два банаховых пространства и пусть задана функцио¬ 
нальная зависимость Р: где Ж — открытое подмно¬ 

жество 8. Производной Гато называют функциональную за¬ 
висимость сіР(х)(у): Ж <8> 8 которая определяется ра¬ 
венством 

Ііш ( Р ( х + а УІ ~ ^ ( Х 1 -йР (х) (у)) -> 0, хеі, уеі 1 . 

(6.115) 

Величину гір(х)(у) принято называть слабой производной. 

Если предельный переход в (6.115) совершается по нор¬ 
ме, то производная называется сильной, или производной 
Фреше й?Р(х|у) [119]. Если производная Фреше существует, 
то она является и производной Гато. В свою очередь если 
производная Гато существует и непрерывна в точке х, то она 
является и производной Фреше, т. е. 

оПР (х | у) = сІГ (х) (у). (6.116) 

Рискуя сузить общность рассмотрения, мы ограничимся 
только этим последним случаем. Рассмотрим материальную 
производную определяющего функционала (6.112) 

_О_Р (0 = Пт НЛ(< + а),Л<+ а ( 5 )]-Р[Л(0, Л*( Я) ] . 
йі а-» и а 

(6.117) 



6. Термодинамика простык материалов 


207 


С помощью выражений для скорости изменения состояния 

\{1) = -§ Г А(І) ( 6 . 118 ) 


и скорости истории 

ЛЫ= Ііт л -°^-л'М _ Ііт А«+ «-А-А((- 

а -» О а а -»• О а 

(6.119 

уравнение (6.117) можно представить в виде 

_0_р.' Л= 1іт Р [л (0 + ал (0, Л / (5) + аЛ* ( 5 ) ~ Р [А ( і ), А 1 ( 5 ))] 
а ->■ О а 

( 6 . 120 ) 

это не что иное, как определение -производной Гато. Следо¬ 
вательно, материальную производную определяющего функ¬ 
ционала можно представить в виде 1 ) 

ж р Ю = ж р [Л V ’ л ‘ ( 5)] • А Ю + а ? ( А (0> л* (5) |Л ( (5)). 

(6.121) 

где 

Ж Р [Л (0. А' (5)] • Л (0 = Р (Л (I), А 1 (з)) -§г С К1 + 

к і* 

+ Р (А (4 А* (5)) ж Ѳ + Р (*>’ Л * < 5 » ( 6 - :1 22) 

6.3.2. Определяющие уравнения. Нелинейная теория 

С помощью соотношений (6.104)5, (6.121) и (6.122) диссипа¬ 
тивное неравенство (4.83) можно представить в виде 

р [-Ц- (Л (4 Л' (*)) + л] ж Ѳ + р '(А (0, Л' (5)) - 

“ 2 ^" 4/-Х*. ^ ж 4- Р ~Ш^7 ( А ^ Ж х + 

+ р4((Л(0. Л # (в))|Л*(*))—- <0- (б-ігз) 

Необходимые и достаточные условия справедливости нера¬ 
венства (6.123) для произвольного термодинамически допу- 

■) Более строгий вывод уравнения (6.121) читатель может найти в ра¬ 
ботах [40, 41, 44, 51]. 
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стимого процесса имеют вид 


ікі = 2р ас ф (А (/), А { ( з))х к . К х иі , 

КЬ 

(6.124) 

Г)= Р й 0 (А (0, л* ( 5 )), 

(6.125) 

А 1 (5)) = 0, 

> К 

(6.126) 

гіф ((л (0, л' ( 5 )) 1 А' (5)) - (Ѳ, А/Ѳ) < 0. 

(6.127) 


Неравенство (6.127) является формулировкой второго на¬ 
чала термодинамики для сред с памятью. 

6.3.3. Определяющие уравнения. Линейная теория 

Из уравнений (6.124) — (6.126) следует, что плотность сво¬ 
бодной энергии, тензор напряжения и плотность энтропии не 
зависят от значений градиента температуры в данный мо¬ 
мент. Термодинамическая теория, в которой учтена история 
градиента температуры, была предложена Эрингеном [62], 
Нунциато (см. [8]) и другими авторами. Учет истории гра¬ 
диента температуры дискутировался Коулменом, Мизелем и 
Гуртином [38, 42]. Они считают, что этот учет является на¬ 
рушением принципа локальности и аналогичен учету второго 
градиента деформации. 

Пренебрегая вкладом истории градиента температуры в 
выражении для плотности свободной энергии и принимая во 
внимание ограничения (6.126), определяющие уравнения 
можно представить в следующем общем виде: , 

Ікі — Т К і {С мм (/); Ѳ (/); С мы ($); Ѳ* ( 5 )) х к , К х и ь , 

5> О 

Н к = Н к (Сдідг(/); Ѳ (0; Смы{з); Ѳ ( 5 ); Ѳ, к(0)**. ю* 

5 > 0 

Г] = Д (С МІѴ (/); Ѳ (()■ С* мы ( 5 ); Ѳ‘ (я)), (6.128) 

е= ё (С мя К);Ѳ(0; С^(5);ѲЧ5)), 

Ф = Ф (Смы (0; ѳ (0’> Смы ( 5 ); ѳ* («))• 


В последующем рассмотрении мы будем использовать ло¬ 
кальное состояние 


Досаде® ІфѲ(/)-0д) 


( 6 . 129 ) 
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и локальную историю Ш(5), включающую в себя все прошлые 
локальные состояния: 

П 1 (з)^(Е к1 ((-з)1 к ® I й ;0(*-в)-0о). (6.130) 

5> 0 

Здесь через Ѳ 0 обозначена равновесная температура, в окрест¬ 
ности которой находится термодинамическая система. Для 
удобства представим плотность свободной энергии в виде 
функционала, зависящего от локального состояния П(0 и 
разностной истории: 

П^( 5 ) = П ( ( 5 )-П(0. (6.131) 

Допустим теперь, что соответствующий функционал т раз 
дифференцируем по П(() и п раз по ПД$) в смысле Фреше. 
При сделанных предположениях функционал ф можно разло¬ 
жить в ряд Фреше: 

ф (П (0, ій ( 5 )) = ф (П (0, 0) + йф ((П ( і ), 0) | ій (5)) + 

+ \ аЧ ((П ((), 0 ) I Ій (5), Ій (5)) + { а% «п да, о) | ій ( 5 ), 

Ій (8), П^( 5 ))+ ... + 0(||ій( 8 )||' , ) І (6.132) 
где О (|| Ій («) |И -> 0 при п ->оо. Каждый член ряда (6.132) 
можно в свою очередь разложить в ряд по степеням П (0; 
й й ф((П(0, 0)|1й( 5 ), ..., ій( 5 )) = 

=-/ф((0,0)|П^( 5 ), .... 1й( 5 )) + /-^ф((0, 0)| Ій ( 8 ), ... 
.... П^( 5 )).П(0 + |/^пФ ((0, 0)| ( 5 ). ій (з)) X 

х (П (0 ® п (0) +...+л. а к ф ((0, 0)1 Ій (8), ... 

.... ій ( 5 )) • (П(;)® П(;).,.®П(0) + О (| П (0 \ т ), (6.133) 

т 

где О(ІП(0 | т )-»-0 при т-+ оо. Остаточные члены О (||ій || ч ) 
и 0(П|(<)| т ) стремятся к нулю при произвольных п и т, 
когда I Ій («)||. |П (/) | —> 0. Поэтому если локальное состояние 
и локальная история являются величинами малыми в смысле 
нормы, то ряд (6.132) можно аппроксимировать следующей 
функциональной квадратичной формой: 

р 0 Ф = А + В • П + ^ Р («) • Ій (в) йз + 

О 

+ \ ^ р (8і, 5г) • (Пгі (5і) ® ій (5 2 )) й8і СІЗь (6.134) 

V 
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Для величин В, Р(з) и Р(5 Ь 5 2 ) здесь используется представ¬ 
ление в виде декомпозиции 


в ^ ({ад, В Ѳ ), Р (5) ^ ({Р кь (5)}, рѳ (5)), 


Р (5 1( 5 2 ) 
где 


{Екьмы ( 5 і> 5 г)} 1> 5 г)} 


( і Е К імм ($1 

V 


5 2 )} 


к 


)■ 


(6.135) 


Екьмы ( 5 і> 5 г) — Екімы ( 5 2> 5 і)> 

Д/сташ( 5 і> — Е микьі 5 1> 5 г) = Вікмы ( 5 і> $ 2 )> (6.136) 

N кьі 5 1> 5 г) — ^кі ($2> 5[), М К ь( 5|, 5о) = N і_ к (8 1 , 5 2 )- 

Из уравнений (6.124) и (6.125), а также функционального 
представления (6.134) для плотности свободной энергии и 
декомпозиции (6.135) следуют определяющие уравнения 

Ткь — Т^кь + Е КЬМЫ Е мы + N кі, (Ѳ — Ѳ 0 ) -)- 

оо со 

+ 5 Е кьт ( 5 ) Е мы (( — 5) аз + ^ N к^ (з) Ѳ(і — з) аз, 

0 0 (6.137) 

- РоЛ = й ѳ + М К1 Е КЬ + К (Ѳ - Ѳ 0 ) + 

+ ^ Ы К ь (5) Е кь {1 — 5) йз + ^ к (5) (Ѳ (/ — 5 ) — Ѳ 0 ) аз, 

О о 

оо оо 

: Вкь — ^ Р кі ( 5 ) ^ 5 > Ехьмы = — ^ Е К іми ( 5 ], $ 2 ) аз 1 аз 2 . 


где 
Вкі '■ 


N 


КІ ( 5 ) — — ^ ^ КЬ ( 5 , 5 2 ) а3 2 , Е КІМ ц ( 5 ) — — ^ Е К1М ц ( 5 , 5 2 ) аз 2 , 

0 0 (6.138) 

оо оо 

(з) = - 5 Ы кь (з, з 2 ) йз 2 , в* = в ѳ - 5 Р ѳ (5) аз, 

о о 

оо оо 

К = ^ К ($і, $ 2 ) а$\ йз 2 , К («) = — ($, $ 2 ) ^$ 2 - 

о о 

Из принципа существования основного состояния получаем 

оо 

в кь — ^ е К і (5) аз. 


(6.139) 
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В рассматриваемой нами линейной теории определяющих 
уравнений диссипативное неравенство (6.127) принимает вид 

Од оо 

^ Р (5) ■-^ п а (з)сІ8 + ^ Р ($і, $ 2 ) • ($і) ® ^ («г)) ^йз 2 

О О 

-(Ѳ.А/ѲХО. (6.140) 

Поскольку локальное состояние и локальная разностная 
история не содержат градиента температуры, необходимые и 
достаточные условия для справедливости неравенства (6.140) 
имеет вид 

Р(*) = 0, 

со 

у^Ф(«і, $ 2 ) • (6.141) 

Ѳ. А > 0, 

ОО 

где Ф(5і, $ 2 )^= ^ Р(5з, 5 2 )Аі- 

В рассматриваемом здесь линейном варианте из соотно¬ 
шения (6.141 ) 3 следует закон Фурье 

Ад — Ад^Ѳ, ь, (6.142) 

где Л/а—неотрицательно определенная симметричная ма¬ 
трица. 


6.3.4. Обобщенное уравнение теплопроводности 

Как было отмечено в разд. 6.1 и 6.2, основным недостатком 
классической теории теплопроводности является то, что она 
допускает неприемлемую с физической точки зрения беско¬ 
нечную скорость распространения тепла. Этот парадокс был 
замечен еще Максвеллом [87], который предпринял и первую 
попытку обобщения классической теории Фурье. В наше 
время аналогичные обобщения предлагались Каттанео [37], 
Вернотте [137], Лыковым [83] и др. Эти обобщения сводятся 
к следующему уравнению теплопроводности: 

Ад + т г -ду- Н к = Лд^Ѳ, ь, (6.143) 

где т г — время релаксации «температурных напряжений». 

Парадокс бесконечной скорости распространения тепла не 
имеет места в случае термоупругнх сред, зависящих от ско¬ 
рости изменения температуры. Уравнение для потока тепла 
(6Л03) имеет в этом случае вид 

Ад = Ад -др- Ѳ ДддѲ, 


(6.144) 
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Строгая формулировка неклассической теории теплопро¬ 
водности, обобщающей результаты (6.143) и (6.144), может 
быть получена на основе термодинамики сред с памятью. 
В отличие от работ [38, 42] в определяющие заисимости мы 
включим и историю градиента температуры, что эквивалентно 
допущению слабой нелокальности. Как показано Петровым и 
Вылчановым [18], это открывает возможность построения го¬ 
раздо более общей модели, объединяющей в себя ряд хорошо 
известных теорий. 

Рассмотрим недеформируемое тело, плотность свободной 
энергии которого определяется выражением 

оо 

РоФ = л + В ѳ (Ѳ(/)-Ѳ 0 )+ $Р(«).Щ(а)<*5+ - 

О 

оо 

+ у ^ Р($!, 5 2 ) * (П^ ($,) ® (з 2 )) СІЗі йз 2 , (6.145) 

о 

где 

Щ($) = (ѳ г (5) — ѳ(/), {ѳ' *(«)}), 

Р(5)^(к ѳ ( 5 ), {РШ}), (6.146) 

~ \—( ^ ^ 5і ’ 5а ' к ( 5 і> 5 г)} ^ 

К«1. 5 2)=^ { дг^ ( 5і> 5з)} {^(з^З,)})' 

Из соотношений (6.125), (6.145) и (6.146) получаем следую¬ 
щее выражение для плотности энтропии: 


- рот, = В* + К (Ѳ (/) - Ѳ 0 ) + (з) [Ѳ ((-з)- Ѳо] йв + 

О 

оо 

+ \м к {з)Ъ, к {1- з)сІ5, (6.147) 

О 

где К и К(з) определяются выражениями (6.138)б,8,э- 

Диссипативное неравенство (6.127) принимает тогда сле¬ 
дующий вид: 


Р (0) • Щ (0) - 5 р (5)) • Щ (5) йз + Щ (0) . 5 Р (5, 0) X 

О О 


(«) <І5— 7Г^ (-^-Р (5 1; 5 2 )) *(Щ ($,) (3 Щ ( 82 )) СІЗі (І8 2 — 



(6.148) 
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С помощью разложения (6.146) получаем окончательно 

( г а \ /Ѳ(/- 5 )-ѳт 

(-)*«"<•>. Л■.»)•( {Ѳк(( _ 5)) )*- 

_ц/Ѳ(/-5,)-Ѳ(0\ К{ 8 1 , 5 2 ) {УѴ*! 

V {6. К ( 5 і)} / ^ 52 V {ЛД/с (51, 5 2 )} 


Ѳ (У—50 — 0(04 а ( К(8і, 5 2 ) {УѴ к (5,, 5 2 )} 


{Ѳ. К ( 5 і)} 


~)-и 


{^кі 8 к 5 2 )} {Ккьі 8 1> 5 г)} ■ 


( Ѳ (( - з 2 ) - Ѳ (0 4 

Ч {е.,М Ь^ + в -«»х 

/оо оо 

х]^Л Г д : (5, 0) [Ѳ (/ — 5)— Ѳ(0]^5+ ^ /?**.( 5, 0)Ѳ ь (і — 5)^5 + 

N0 О 

+ /Ч(0)-М<0. (6.149) 

Необходимые и достаточные условия справедливости дисси¬ 
пативного неравенства (6.149) имеют следующий вид: 

1. /*(«)—о, м*)**о. 

2. Матрица 

0 /4(51, 5 2 ) к (5[, 5 2 )} 4 /д ,г п ч 


—Г 


{УѴ^ (5[, 5 2 )} {/?КІ ( 5 


. 5 2 )} 4 
> 5 2 )} ) 


(6.150) 


должна быть отрицательно определенной. 

3. Поток тепла должен определяться выражением 


Н к — Л^Ѳ, і ({) + ^ /?кь (з, 0) Ѳ, і (( — 5) сіз + 
о 

ОО 

+ ^ ЛУ* (5, 0)[Ѳ(/ - в) — Ѳ («)]*, (6.151) 


где Х/сь — отрицательно определенная симметричная матрица. 

Уравнение (6.151) представляет собой чрезвычайно общую 
формулировку закона теплопроводности. В случае отсутствия 
памяти имеем 

Які( 5 > 0) = 0, М к (з, 0) = 0, 5 > 0; (6.152) 

при этом из (6.151) получаем классическую формулировку 
закона теплопроводности. Если кщ. = 0, УѴ*(5, 0)=0, 5 > 0, 
то получаем уравнение 

оо 

ь к — 5 Лкі («. 0) ѳ, и V - 5) аз, (6. 1 53) 

о 

которое впервые было предложено Гуртином и Пипкином 

171]. 



214 


Неравновесная термодинамика 


Рассмотрим частный случай, когда ядро /? ЛІ (5, 0) пред¬ 
ставляется экспоненциальной функцией 

0) — г > (6.154) 

где Ляг — независящий от времени тензор, а скалярная вели¬ 
чина т г является временем релаксации «температурных на¬ 
пряжений». Из соотношений (6.153) и (6.154) получаем 

со 

-§Г Ьк = Л К А і (0 “ $ А КІ е~ 8 Ы гАі-з) йз. (6.155) 

о 

После подстановки выражения (6.153) в уравнение (6.155) 
получаем обобщенный закон теплопроводности, предложен¬ 
ный Лыковым [83]: 

+ % г Н к = х г А к& і- (6.156) 

Если /?яг( 5 , 0) = 0, 5 > 0, то уравнение теплопроводности 
принимает вид 

Ьк = ЬкАі.+ \м к (8, 0) [Ѳ (*- а)-Ѳ (*)]*. (6.157) 

о 

Допустим, что система характеризуется очень быстро убы¬ 
вающей памятью; тогда функцию (Ѵд(5, 0) можно аппрокси¬ 
мировать с помощью асимметричной функцией Дирака и ее 
производной: 

М к ( 5 , 0) = А к 6 + (з) + В К -^Ь + (з\ (6.158) 

где Ля и В к — постоянные векторы. После подстановки выра¬ 
жения (6.158) в уравнении (6.157) получаем обобщенный за¬ 
кон теплопроводности, предложенный Грином и Линдсеем: 

= Л/сгЯ і В к 0. (6.15Э) 

Если допустить, что ядро Ддт(^, 0)^0, но является очень 
быстро убывающей функцией, и положить по аналогии с 
(6.156) 

Якь (и 0) = А кь 6+ ({) + 6 + (0, (6.160) 

то получим следующее новое обобщение уравнения теплопро¬ 
водности: 

А к — (^кь + А кі ) Ѳ, і + В К і_ -щ- Ѳ, ь + В к Ѳ. (6.161) 

На основе представленных выше обобщенных законов 
теплопроводности мы приходим, таким образом, к обобщен¬ 
ному закону теплового баланса, свободному от парадокса 
бесконечной скорости распространения тепла. 
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6.4. Вязкоупругие среды с внутренними параметрами 

Эволюция системы. Допустим, что состояние рассматривае¬ 
мой сплошной среды можно параметризовать в окрестности 
любой материальной точки с помощью температуры Ѳ, гра¬ 
диента температуры Ѳ,к и тензора деформации С ЛІ , которые 
мы будем называть внешними параметрами, а также опреде¬ 
ленным числом величин а (к \ к= 1, 2, Л/, называемых 

внутренними параметрами, которые характеризуют усреднен¬ 
ное по ансамблю движение на молекулярном, атомном и суб¬ 
атомном уровнях. 

Величину 

Ѳ-Ѳ 0 , {Ѳ, К }) (6.162) 

назовем внешним локальным состоянием, а величину 

а = (а 0) , а (2) .а (Л Д (6.163) 

назовем внутренним локальным состоянием. 

Локальным состоянием назовем совокупность внешнего и 
внутреннего локальных состояний X = (А, а). Будем рассма¬ 
тривать его как Элемент линейного пространства с квадратич¬ 
ной нормой: 

|Х| = Ѵа* А + а-а. (6.164) 

Предположим, что эволюция внутреннего локального со¬ 
стояния представляет собой марковский процесс. Это озна¬ 
чает, что скорость изменения внутреннего состояния опреде¬ 
ляется только состоянием системы: 

ж а = №- 

Введение в термодинамику внутренних параметров свя¬ 
зано с именем Мейкснера [90—96], который является пионе¬ 
ром в этом направлении. Современная термодинамическая 
теория сред с внутренними параметрами, основанная на нера¬ 
венстве Клаузиуса — Дюгема, построена Коулменом и Гур- 
тином [43]. Оригинальный анализ проблемы существования 
неравновесной энтропии и температуры для сред с внутрен¬ 
ними параметрами был проведен Силави [116]. В развивае¬ 
мой здесь теории использование внутренних параметров свя¬ 
зано с исследованиями в области вязкоупругости, проведен¬ 
ными Коларовым, Балтовым и Бончевой [2, 12, 22], и с 
работами Бранкова и Петрова по построению определяющих 
уравнений сред со сложными реологическими свойствами 
[3—5,14,16,31—33]. 

Определяющие уравнения. Нелинейная теория. В наибо¬ 
лее общем виде определяющие зависимости рассматриваемой 
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термодинамической среды могут быть представлены с по¬ 
мощью уравнений 

4 1 =* Т К і [X ( і )] х к , к Хі, і, Н к = к К [X (0] х кі к , 

ф = ф[Х(03. е = е[Х(/)], (6.165) 

П = П[Х(0]. -й-« = Мх(0]. 

С учетом уравнений (6.165) 3 и (6.165) 6 и диссипативного 
неравенства (4.83) получаем следующую формулировку вто¬ 
рого начала термодинамики: 

р (4е + 11 ) "ВТ 6 + р (т?П — ■у ЬЛ. Л. і ) -ВТ С К‘ + 

+ р Ж ! Г-Ш' ѳ -к + р -й-1-{ 9 .А<0. (б.Ібв) 

* Х\ 


Необходимые и достаточные условия справедливости этого 
неравенства при произвольном термодинамически допустимом 
процессе имеют вид 


4 1 = 2р т> 


дф 

аѳ 


аѳ „ : 


0. р ж"1-т».А<0. 


аа 


(6.167) 


Из уравнений (6.167) і.г.з следует известный результат, что 
плотность свободной энергии, тензор напряжения и плотность 
энтропии не зависят от градиента температуры. Если рассма¬ 
триваемая среда характеризуется постоянной температурой, 
то имеем 



(6.168) 


В случае стационарной системы из соотношений (4.165) 6 и 

(6.167) 4 следует 

Ѳ. к Н к > 0. (6.169) 

Если предположить, что эволюция внутреннего состояния 
среды не оказывает влияния на перенос тепла, то неравенства 

(6.168) и (6.169) будут выполняться при произвольном термо¬ 
динамически допустимом процессе. Это и есть тот случай, 
которым мы будем интересоваться ниже. 

Определяющие уравнения. Линейная теория. Допустим, 
что параметризация внутренних параметров выбрана так, что 
В основном состоянии они равны нулю. Когда 


(6.170) 
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где К — достаточно малая величина, мы можем считать, что 
рассматриваемая локальная термодинамическая система на¬ 
ходится в состоянии, близком к термодинамическому равнове¬ 
сию. С точностью до величин второго порядка по /? плотность 
свободной энергии можно аппроксимировать квадратичной 
формой 

РоФ = Е КІМ иЪціг мм + у С (Ѳ Ѳ 0 ) 2 + 

N 

+ у Е + ъ кі г к , (Ѳ - Ѳ 0 ) + Ы кі г къ + 

/, тп =1 

N N 

+ РоПо (Ѳ - Ѳо) + Е М$У т) е*ь + Е ЫШ)аШ < Ѳ “ Ѳ ^’ ( 6 - 171 > 

т=1 т = 1 


После подстановки выражения (6.171) в соотношения 
(6.167)!,г получаем следующие линейные определяющие урав¬ 
нения: 


іч 

^ == Е кьмы & М ы + а кт ®о) "Ь 2 М^а (от) , 

пг = 1 
N 

— РоЛ = «кьЕкь + с (0 — Ѳ 0 ) + 2 ІѴ< т >а< т > — РоЛо. 

т = 1 


(6.172) 


Поскольку теория является линейной, необходимое и до¬ 
статочное условие справедливости диссипативных неравенств 
(6.168) и (6.167) при произвольном процессе, удовлетворяю¬ 
щем условию (6.170), состоит в выполнении следующих соот¬ 
ношений: 

/ = Н К = Х КЬ Ѳ 1 , (6.173) 

где Ь—неположительно определенная симметричная матрица, 
а Л**. — неотрицательно определенная симметричная матрица. 
Из соотношений (6.165) 6 , (6.171) и (6.173) получаем уравне¬ 
ние эволюции 

-щ- а = р • а + О »П, (6.174) 

где 

Р ** I • {А^ Ст/) >, 6 = (Ь • {М ( $}, Ь • {УѴ (т) }), Й а ({ад.}, Ѳ-Ѳ 0 ). 

(6.175) 

Общее решение уравнения (6.174) в момент времени I имеет 
вид 

< 

а ( і ) = в~ ?і • а(0) + ^ СП ((') йі' . (6.176) 

0 
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Если все собственные значения % к , к = 1, 2, ..., /V, матри¬ 
цы Р различны, то с помощью теоремы Сильвестра (см. 
[46] ) получаем 

е -р(*-п. о = к<Ѵ<*- п/ Ч (6.177) 

к = 1 

где 

П(р-я,і) 

-6, т ь = -т—. (6.178) 

П (Я* ~ Яг) Як 

іфк 

Воспользуемся разложениями 

г'-ая'п ^ )ѳ ), 



га 1 *} 


^(Ы)Ѳ 


{«©■> 


щь 2)Ѳ 

{&} - 

• 

^(й) Ѳ_ 

. 


дат 


Д(ЛЛГ)Ѳ 


(6.179) 


С учетом выражений (6.177)—(6.179) при нулевых на¬ 
чальных условиях решение (6.176) принимает вид 

а {к) (<)=\ ^е- { ‘- П1х ‘[к№ Е е К ь ((') + К [ЩѲ (Ѳ ((') - Ѳ 0 )] Л'. 

0 (6.180) 

С помощью решения (6.180) определяющие уравнения (6.172) 
представляются в виде 


+ а кь — Ѳо) + 

+ I ,)ІХ Ш^І [Ям к /емн (О + 8 (Ѳ ((') - Ѳ 0 )] йі', 

(6.181) 

Ро 1 ! = а /сь 8 кь + С (Ѳ — Ѳ 0 ) — РоПо + 


+ У [е “ ПІХ т (к) ЫкІ )в ькк ((') + # <К,Ѳ (Ѳ(/') -Ѳ 0 )]Л'. 

к, 1 = 1 0 


Уравнение теплового баланса. С помощью соотношений 
(4.60), (4.82) и (6.167) 2 получаем следующее уравнение теп¬ 
лового баланса: 


Р 


<Э4> о 
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В линейном варианте рассматриваемой теории пренебре¬ 
жение последним членом в правой части этого уравнения, ко¬ 
торый является нелинейным и более высокого порядка, чем 
остальные, и использование определяющих зависимостей 
(6.173) и (6.181 ) 2 приводит к следующему обобщенному за¬ 
кону теплового баланса: 

N 

ѲоРС Ѳ + л^хѲ, кі + Рое + 8 /и + ^ ѲоР -цц- X 

/,*-і 

і 

X ^ е- {і - П!х Щ (к) \к№ в е К [, (П + (Ѳ (/') - Ѳ 0 )] йі'. (6.183) 

о 

В уравнении (6.183) преодолен парадокс бесконечно большой 
скорости распространения теплового возмущения. 


6.5. Об общности рассмотренных трех основных подходов 

Три основные модели сплошных сред, которые используются 
в современной термодинамике, — среды скоростного типа, 
среды с памятью и среды с внутренними степенями свободы — 
предлагают большое разнообразие вариантов для моделиро¬ 
вания при исследовании реальных процессов, протекающих в 
деформируемых телах. Наиболее общий подход и широчайшие 
возможности предлагает модель среды с памятью. Основной 
недостаток этой модели состоит в том, что за математическим 
формализмом не всегда ясно видна физическая суть изучае¬ 
мых явлений. 

Преимущество модели среды с внутренними параметрами 
заключается прежде всего в том, что она предоставляет воз¬ 
можность связать механическое поведение тел с рядом микро- 
структурных процессов, протекающих на молекулярном и суб¬ 
молекулярном уровнях. Так, например, внутренние параметры 
можно отождествить с плотностью точечных дефектов, плот¬ 
ностью дислокаций, концентрациями химически реагирующих 
компонентов и т. п. Среды с внутренними степенями свободы 
можно рассматривать как частный класс сред с памятью, так 
как они приводят к сходным интегральным зависимостям. 

Можно показать, что среды скоростного типа также явля¬ 
ются частным случаем сред с памятью. С этой целью рас¬ 
смотрим функциональное соотношение 



(6.184) 
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Если допустить, что функция памяти К($) убывает очень 
быстро, то ее можно представить следующим рядом: 

К(5) = Ко6 + ( 5 ) + К 1 -^6 + { 5 ) + К 2 -^-6 + ( 5 )+ .... (6.185) 

где коэффициенты К< не зависят от 5. Случай нулевой памяти 
следует отсюда, если учесть только первый член в разложении 
(6.185), а случай бесконечно короткой памяти — при учете 
первых двух членов. Соответствующая аппроксимация функ¬ 
циональной зависимости в соотношении (6.184) имеет вид 

Ѵ(/) = Ко-Х^)-К,— Х(0. (6.186) 

Это показывает, что среды скоростного типа можно рассма¬ 
тривать как среды с бесконечно короткой памятью. Этот тип 
сред используется широко при моделировании явлений, свя¬ 
занных с внутренним трением в твердых телах и текучих сре¬ 
дах. Их главный недостаток состоит в том, что они не позво¬ 
ляют учесть релаксационные процессы. 
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7.1. Обобщенные термодинамические модели 

Простые материалы, рассмотренные в разд. 6, параметри¬ 
зуются с помощью реактивных величин 

**.*($); Ѳ(«); ѳ і/с (5), 5€=[/ 0 , /]. (7.1) 

В некоторых случаях они недостаточны для однозначного 

определения термодинамического состояния рассматриваемой 
сплошной среды. Поэтому здесь мы обобщим основные термо¬ 
динамические модели на случай, когда сплошная среда опи¬ 
сывается произвольным числом кинематических полей. 

В наиболее общем виде первое начало термодинамики 
можно представить уравнением 

Ро е — V • У + к + Ро е > (7.2) 

где выражение 

У = ((Г н ),...)еЯМ ф ,„ (7.3) 

представляет собой обобщенную силу, а величину 

У ^({ад,...)е//Мф... (7.4) 

мы назовем обобщенным кинематическим состоянием. Форму¬ 

лировка первого начала термодинамики в виде (7.2) позво¬ 
ляет учесть произвольное число взаимодействующих полей. 
В случае микрополярного тела обобщенную силу и обобщен¬ 
ное кинематическое состояние можно представить в виде 

V - {{Т кь }, еЯ у = Я0 Я< М «Ч (7.5) 

У = ({%!.}, (Фщ))еЯ у . 

При наличии взаимодействия между механическими и элек¬ 
трическими полями имеем 

V я ({Ты}, {Е к }) <=Н Ѵ = Я<^>© Я< Е Ч 
у -({ад. {/м)ея>\ 

где Е к — напряженность электрического поля,Рк — вектор по¬ 
ляризации. С помощью уравнения (7.2) и формулы для плот¬ 
ности свободной энергии (4.82) диссипативное неравенство 
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(4.78) представляется в виде 

~ ѵ ' ~оГ У-(7.7) 

где 

V = (V, -р 0 т і)**({7Ы, .... - Ро г])^Н^Н У ®Н\ 

у = (у, ѳ-ѳ 0 )={я КІ }, .... ѳ-ѳ о )ея^я у 0я\ 

Материальную производную плотности свободной энергии 
можно представить выражением 


Л <Э-ф л - , . 

Оі ду Оі 

(7.9) 

Здесь для сред скоростного типа имеем 


А <Эг|) Л 2 - п 

Д = —я -у = 0, 

ду Оі 2 

(7.10) 

для сред с памятью 


Д = ((у (0. У* (5)) | у * (5)) 

(7.11) 

а для сред с внутренними параметрами 


■ <?г|) Л 

А= ~ ■ -ртг а. 
да Оі 

(7.12) 


После подстановки выражения (7.9) в (7.7) получаем 


( дф 

1 Р0 ^ 



О 

Оі 


у + Д- 


ѳ н 

’ к ^ < 0 . 


(7.13) 


С помощью техники, аналогичной той, которая была ис¬ 
пользована в разд. 6, получаем обобщенные определяющие 
уравнения. 

Среды скоростного типа. Им отвечают соотношения 


V = Ѵ° (у (/)) + Ѵ° (у (/), ± у (О) . Ф = ф (У (()), (7.14) 


где диссипативная сила \° обращается в нуль при —■ у =0. 
Соотношения (7.14) удовлетворяют условиям 

л ~ Ѳ Н 

У-^Г^<0. (7.15) 


~ <Эф ~ _ 

уО = р 0 ^І., уо. 

ду Оі 


Ѳ 


Если допустить, что диссипация энергии при переносе 
тепла не зависит от остальных видов необратимых потерь 
энергии, неравенство (7.15) распадается на следующие нера¬ 
венства: 


Ѵ°- 


ЖУ<°- 


Ѳ, к^к 0* 


(7.16) 
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В линейном варианте теории 


Ро'Ф = \ Е ■ (у ® у), Ѵ° = Ё • у, (7.17) 

где Е—квадратная матрица. 

Необходимым и достаточным условием выполнения нера¬ 
венств (7.16) является наличие следующих соотношений: 

Ѵ С = М~У, К = (7.18) 

где М — неположительно определенная симметричная ма¬ 
трица, а — неотрицательно определенная симметричная 
матрица. Из соотношений (7.17) 2 и (7.18)] следует 

Ѵ = Ё-у+М-4-у. (7.19) 

Среды с памятью. Им отвечают соотношения 

V == V (у (/), уа ($)), Уа 1 з) = у 1 (з) — у((), ф = ф(у(0. Угі(5)), 

(7.20) 

Ѵ = р 0 ||-, т7ф((у(0, Й( 5 ))ІУй(5)) - 

Если, так же как в рассмотренных выше случаях, мы до¬ 
пустим здесь независимость диссипации тепла, то неравен¬ 
ство (7.20 )і распадается на два неравенства 

4 ((9 (/), уа (з)) 1 у* (з)) < 0, Ѳ. К Н К > 0. (7.21) 

В линейном варианте теории имеем 


Ро'Ф = у ^ К (З/, з>) ■ (уа (зі) 0 у а ( з 2 )) дзі йз 2 , 

О о 

оо 

У = Е° • у (() + Л Ё (5) • у' (5) сіз, Н к = и 


(7.22) 


Ё° == ^ К (зі, з 2 ) дз, дз 2 , Ё ( 5 ) = — ^ К («і, 5) <ІЗ \ . 


Здесь ядро К(5і, 5г) и матрица ’ккь должны удовлетворять 
диссипативным неравенствам (7.21). 

Среды с внутренними степенями свободы. Им отвечают со¬ 
отношения 


У = у (у (/), а {()), а = I (у ( і ), а (0), ^ = ф (у ((), а (/)). 

(7.23) 
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Эти соотношения удовлетворяют условиям 



_3ф в, А 

Р ° да Ѳ 


:о. 


(7.24) 


В том случае, когда перенос тепла не зависит от эволюции 
внутреннего состояния, последнее неравенство распадается на 
два неравенства: 




К Н К ^ 0. 


(7.25) 


В линейном варианте теории имеем 

ф = і- М • (у (0 ® у (/)) + \ N • (а ® а) + К • (у ® а), (7.26) 

Ѵ^М-у + К-а, ! = Н к = Х к З,и 

где М, N — симметричные квадратные матрицы, О — симме¬ 
тричная неположительно определенная матрица, а — 

симметричная неотрицательно определенная матрица. 

Из соотношений (7.23 ) 2 и (7.26) 3 получаем 

-§-а = й. а + К-у, (7.27) 

где й = О.М, К = 0-К. При нулевых начальных условиях 
общее решение уравнения (7.27) имеет вид 

а (/) = ^ е-иЦ-Щ . к • у (/') Л', (7.28) 

о 

После подстановки решения (7.28) в соотношение (7.26 ) 2 
приходим к обобщенному определяющему уравнению следую¬ 
щего вида: 

Ѵ(/) = М-у(0+ ^ (7.29) 

о 

Согласно теореме Сильвестера, матричную функцию е~ 
можно представить в виде 

- І е' К" - М) V - (1 ~ П ■ В*,. (7.30) 

і =“0 р=*0 

где Хь — собственные значения матрицы N. ѵ,- — кратность вы¬ 
рождения Х іг Е* ^ — проекционный оператор, соответствую¬ 
щий л;, I — единичная матрица. 
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7.2. Микрополя рные среды 

7.2.1. Линейные микрополярные термоупругие среды 

Теория микрополярной упругости является обобщением клас¬ 
сической теории упругости, в которой учитываются враща¬ 
тельные степени свободы материальных частиц. Пионерами 
в этой области являются братья Коссера [47—49], которые 
в 1909 г. предложили концепцию ориентированного конти¬ 
нуума. 

Современная теория микрополярной упругости построена 
Судриа [124], Кронером [80], Гюнтером [72], Аеро и Кув- 
шинским [1, 13], Ериксеном и Трусделом [54], Ерингеном н 
Кафадаром [61, 77], Тупином [131, 133], Новацким [106], 
Палмовом [107], Миндлином и Тирстеном [100] и др. 

При построении теории линейной микрополярной термо¬ 
упругости необходимо к реактивным переменным добавить 
тензор микровращений к*; = ф&,; (см. разд. 3.3), а тензор 
бесконечно малой деформации е/а (см. (4.56)) заменить тен¬ 
зором бесконечно малой микрополярной деформации ёд/> 
К активным переменным добавляется тензор механического 
момента М ки (см. разд. 4.3). 

В наиболее общем виде определяющие уравнения линей¬ 
ной микрополярной термоупругости могут быть представлены 
в виде 

V = М • у, Н к = 1 к $.и е = (7.31) 

где 

Ѵ = ({Г/<а}, (М/а), —рт]), у = ([е /СІ }, {}, (Ѳ — Ѳ 0 )) (7.32) 

Для матрицы М используется разложение 

М= {Скіми} {В килм } {С КІ } I. (7.33) 

\ {Вкь) (ад к ) 

Из выражений (7.31 )і, (7.32) н (7.33) следуют определяю¬ 
щие соотношения вида 

Ткь — В килями + С килы* мы ~Ь ®о)« 

М кь — С Кі .мнг М н + В кьмы у, мы С К1 (Ѳ Ѳ 0 1, (7.34) 

— Ро 1 ! — В КІ г КІ 4- С КІ к К і + К (Ѳ Ѳ 0 ), Н к = 

Поскольку ф к является аксиальным вектором, у,к.і = ( $к, і 
есть псевдотензор. С другой стороны, С к шы, С/аиё/а — истин¬ 
ные тензоры; следовательно, необходимым и достаточным 
условием инвариантности плотности свободной энергии отно- 


8 Зак. 609 
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сительно инверсии системы координат является выполнение 
тождества 

^/сімѵ == 0. Ск.1 = 0. (7.35) 

В результате получаем 

Т кі- = Е кімыЪмы І!г & Ѳо)> (7 36) 

— В К і Мм к М ч, РоЛ = В К[ Ё КІ + К (Ѳ Ѳ 0 ). 

Уравнение теплового баланса, которое получается с учетом 
определяющих соотношений (7.34), в локальной формули¬ 
ровке закона сохранения энергии (4.53) имеет теперь вид 

%К-§ Г Ѳ + Я, КІ Ѳ. ± г к1 + ре = 0. (7.37) 

Из этого уравнения следует, что тензор микровращений не 
оказывает влияния на баланс тепла. Отсюда можно было бы 
сделать неправильный вывод, что микровращение не связано 
с полем температуры. В сущности, микровращения «частиц» 
входят в уравнение (7.37) посредством недиагональных эле¬ 
ментов тензора бесконечно малой микрополярной деформации 
й/а (см. (4.56)). 

В частном случае центросимметричной изотропной среды 
имеем 

Акшы — А ( - п Ь к1 Ь мы + Л |2) 6 кл{ 6 1л , + 

Вкимп — В^^к^мц А- # (2) 5/см^г./Ѵ + В {3) б км 6 ІГІ , (7.38) 
Вкі— ВЬ К і, — 

После подстановки соотношений (7.38) в определяющие урав¬ 
нения (7.36) и в уравнение теплового баланса (7.37) получаем 

Т кі — А П] й мм 6 кі + А и) й К і + А (і) ё ІК + В (Ѳ — Ѳ 0 ) & КІ , 

М к ь = В"ы мм 6 КЬ + + в^ к , (7.39) 

РоЛ = Ве кк ~Ь К (Ѳ Ѳо)> = лѲ к , 

®оК 'дТ'Ѳ + к к + В ё кк + ре — 0. 

Так как в соотношение (7.39) 5 входят только диагональные 
элементы тензора микрополярной деформации, из уравнения 
(4.56) следует, что микровращение «частиц» не оказывает 
влияние на процесс распространения тепла. 

Другие граничные условия, которые используются в гра¬ 
ничных задачах микрополярного варианта теории упругости, 
имеют вид 


Мкьп к = М і і: ) (Х), Х<=8, 
К/и. — ’Х'Кі {} 0» % е 5 \ 5. 


(7.40) 
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В ряде конкретных ситуаций, вид граничных условий 
(7.40) неясен. Один из часто используемых в подобных слу¬ 
чаях методов состоит в задании модельных граничных условий 
(подлежащих дополнительному определению), которые за¬ 
даются таким образом, чтобы решение соответствующей гра¬ 
ничной задачи отвечало определенным экспериментально 
наблюдаемым условиям. 


7.2.2. Микрополярная вязкоупругость. Линейная теория 

Микрополярные среды скоростного типа. Линейная теория 
микрополярной вязкоупругости построена Эрингеном [63]. 
Определяющие уравнения для микрополярных сред скорост¬ 
ного типа можно получить из термодинамической модели, рас¬ 
смотренной в разд. 7.1, если положить 


я = я™ е 0 Н ц , 


Ѵ-({7^}, 

{М К1 }, - 

у = ({%іЬ 

{%/.}, (Ѳ- 

/ {Екимы) 

0 

Ё = | 0 

{^кг.М/ѵ} 

V {В кь } 

0 

/ {Рк/.м/ѵ} 

0 

М = 0 

{^/сьмлг} 

V {Рк/.} 

0 


Ро'ПЛ (7.41) 

Л)); 

(ад\ 

о ; (7.42) 

К ) 

{Р/сь}\ 

0 . (7.43) 

Я ) 


После подстановки выражений (7.41 ) 2> з, (7.42) и (7.43) 
в соотношение (7.19) с учетом равенства (7.18) получаем 
определяющие уравнения вида 


7/с і — Е кшы г М ц + В К1 (Ѳ — Ѳ 0 ) + Ркімлг'др + Р/сд-^гѲ, 

О 


Мк г . — В * 


І кі — °кі.лм х м/ѵ + х МЛ г, (7-44) 

РоЛ = Рк/. е к/. + В. (Ѳ — Ѳо), Н к = ^/с/.Ѳ, I. 

Микрополярные среды с памятью. С помощью соотноше¬ 
ний (7.41) и (7.42), полагая 

( {Екьш ( 5 г> 5 г) {0} ( а /сд( 5 і> 5 г)}' 

{0} {В К ШЫ (■$!, $ 2 )} {0} 

( а кі.( 5 і> 5 г)} {0} , Я ( 5 і> $г) 

(7.45) 


8 » 
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получаем интегральные уравнения 

Тдд = ^кьм^-мы ~Ь (Ѳ — Ѳо) + 

00 

^ {.^М^мя ( 5 ) ( 5 ) Н" а КЬ ®о)] 

о 

оо 

^кі- = ^яьмл/ и лш ~Ь ^ В КШИ ( 5 ) ѵ. г мы ( 5 ) й$, (7.46) 

о 

Ро 1 ! = а кі?Кі- ~Ь ^ (® Ѳ 0 ) + 

ОО 

+ 5 [ а кт («) Ц& ( 5 ) + Я («) (Ѳ* («) - Ѳ 0 )] йв, 

О 

где 

оо оо 

Ек^МN—^Ё К^МN ( 5 1, $ 2 )^ 5 1^ 5 2> 0. к1 = ^ ($[, $ 2 )^ 5 1^ 5 2> 

О О 


ОО оо 

^КЬЛПѴ ^ ^ 7?ДАМЛг( 5 1> $ 2 ) ^ 5 1 ^ 5 2 > /? = ^ ^ (5[, 5 2 ) й?5і С?5 2 , 

О О 

(7.47) 

оо ОО 

^КІ,Лм( 5 ) = ^ ^*І.А«ѵ( 5 » 5 іМ 5 1» а /СІ, ( 5 ) = ““ ^ ( 5 » 5 і)^ 5 І> 

О О 


оо 

®КЬМ/ѵ( 5 ) == ^ 7?КІ.ЛІЛ/ ( 5 > 5 [)й?5і, 

о 


/?(5)= ^ /? (5, 5,) й?5і. 
О 


Матрица К(а ь 52 ) должна удовлетворять диссипативному 
неравенству (7.21). Уравнения (7.46) вместе с уравнением 
(7.22)з представляют собой определяющие уравнения микро¬ 
полярной вязкоупругой среды с памятью. 

Так же как в рассмотренном выше случае микрополярных 
сред скоростного типа и сред с памятью, учитывая соотноше¬ 
ние (7.41) в уравнении (7.23), можно получить случай вязко- 
упругой микрополярной среды с внутренними степенями сво¬ 
боды. 


7.3. Взаимодействие электромагнитного поля 
с деформируемыми средами 

В 1880 г. братья Пьер и Жак Кюри обнаружили, что некото¬ 
рые кристаллы при деформации электризуются на определен¬ 
ных частях поверхности. Более поздние исследования Фойгта 
показали, что это свойство материи, названное пьезоэлектри¬ 
ческим эффектом, широко распространено. Единственным 
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условием проявления пьезоэлектрических свойств диэлектри¬ 
ческим телом является отсутствие центра симметрии в его 
кристаллической решетке, что выполнено для 20 из общего 
числа 32 кристаллических классов [36]. Современная термо¬ 
динамическая теория пьезоэлектрического эффекта в диэлек¬ 
трических средах была построена Тупином [130, 132], Ерин- 
геном [56], Миндлином [101], Тирстеном [82, 129] и др. 

Взаимодействие, аналогичное тому, которое приводит к 
пьезоэлектрическому эффекту, имеет место между полем де¬ 
формации и магнитным полем в случае ферромагнитных сред. 
Термодинамическая теория деформируемых ферромагнитных 
сред построена Брауном (см. [109]), Тирстеном [128] и др. ’). 

Упомянутые два эффекта являются частными случаями 
взаимодействия электромагнитного поля с веществом. В этом 
взаимодействии обе основные материальные субстанции — 
поле и вещество — участвуют равноправно. Поэтому законы 
сохранения и определяющие уравнения для пьезоэлектриче¬ 
ских и ферромагнитных материалов должны находиться в со¬ 
ответствии с основными законами теории электромагнетизма. 

7.3.1. Уравнения сохранения в классической 
электродинамике 

Основные величины, с помощью которых параметризуется 
электромагнитное поле, следующие: напряженность электри¬ 
ческого поля Еь, электрическая индукция О к , напряженность 
магнитного поля Н к , магнитная индукция В к , плотность элек¬ 
трических зарядов <7 и плотность тока І к . Эти величины свя¬ 
заны между собой уравнениями Максвелла, которые в гаус¬ 
совой системе единиц имеют вид 2 ) 

е кІпг^т, I + ~~0і ^к~^> е ЫтН т ,1 ~~ді^ к = ~^ к ' (7 48) 

О к. к = В к . к = 0. 

Основные электромагнитные величины удовлетворяют сле¬ 
дующим граничным условиям: 

^кііп^і \Н т ) == с 1к ~ Vт^т [^&]> 

^кіт^-і \Ет\ = ~^гѴтН-т 1^&]> (7 49) 

п к [Ок] = 0, П к [В*] = 0 , 

•) О статистической теории этих сред см., например, работы (144*. 
145*]. — Прим, перев. 

") Здесь с — скорость электромагнитных волн в вакууме. 
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где [ф] — скачок величины ф при пересечении поверхности 
раздела сред по направлению вектора нормали п. Через ѵ 
обозначено поле скоростей, связанное с перемещением гра¬ 
ничной поверхности в пространстве. 

Реакция вещества на электромагнитное поле задается с 
помощью электрической и магнитной поляризации и тока 
проводимости: 

р к=- А \;Фк-Е к ), М к = ±-(В к -Н к ), І к = І к - Й ѵ к . (7.50) 


При переходе из заданной инерциальной системы коорди¬ 
нат, которая связана с телом, в другую систему координат 
основные величины электродинамики преобразуются с по¬ 
мощью преобразований Лоренца (см. [109]). Если тело дви¬ 
жется с нерелятивистской скоростью ѵ <С с, то, пренебрегая 
величинами порядка ѵ 2 /с 2 , получаем классические преобра¬ 
зования 


В к 2 е Ыт Ѵ іН т 
В к ~ В к + — е к і т ѵ іЕ т > 


Е к -Е' к - 


1 

— е 
с 

1 

— е 

с 


кІтР І^т’ 

Ыт Ѵ 1&т> 


(7.51) 


Р к = Р'к + Т е кш ѵ іК> 


М к М к с е к і т Ѵ[Р т . 


С помощью некоторых формальных преобразований из 
уравнений Максвелла можцо получить следующие три основ¬ 
ных соотношения: 

-§]- <7 + К, к — 0 » 

т -к е к 1т Е 1 Н т = і^-Р к , (7.62) 

В к — — с (е к1т ЕіН т ), к — І к Е к , 

где 

$ = °і Е к + + Ц- е ктп Р т В п - 

- ~ е ктп М т Е п - (у Е т Е т + -і В т В т - М т В т ) Ь к1 (7.53) 
есть тензор электромагнитного напряжения Максвелла, а 
в к — Я Е к + ~ вкіті іВ т + Е кі іРі + В к> ,М, + 

+ ТІ (г.'“ Р ' В “) -7 ТТ (7-54) 

— пондемоторная сила, с которой электромагнитное поле дей¬ 
ствует на единицу объема поляризуемого тела. 
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Соотношения (7.52) выражают соответственно баланс 
электрического заряда, импульса и энергии электромагнит¬ 
ного поля. 


7.3.2. Уравнения сохранения в системе 
электромагнитное поле — вещество 

Уравнения сохранения в системе электромагнитное поле — 
вещество могут быть представлены в следующем наиболее 
общем виде: 

^Ф+/?* = 0, (7.55) 

где ф — объемная плотность соответствующей величины, а 
1% — плотность ее потока. В уравнении (7.55) отсутствует 
член, соответствующий источнику. Это связано с тем обстоя¬ 
тельством, что в изолированной системе основные физические 
величины сохраняются. 

Закон сохранения массы следует из уравнения (7.55), если 
положить 

Ф=р, /1 = ро*, (7.56) 

^-Р + (ро*).*-0. (7.57) 

Закон сохранения электрического заряда мы получим, если 
положим 

Ф = <7, /2 = /*, (7.58) 

<7+ (/&)* = 0. (7.59) 

Наконец, закон сохранения импульса получается, если 

положить 

Ф = Р°к + 7 еыпЕіНщ, (7.60) 

П = р Ѵ к Ѵ т П т - 1 кт П т ~ 1 кт П т< (7.61) 

Р^т-' Л ,-С) т = 0. (7.62) 

Первый член в правой части уравнения (7.60) представ¬ 
ляет собой плотность количества движения, а второй — плот¬ 
ность импульса электромагнитного поля. 

Закон сохранения энергии следует из уравнения (7.55), 
если положить 

Ф — \ рѵ т ѵ т + е м 4- ре, (7.63) 

! 1 — - Н к ~ [І Р у пРтР к + Р е °к - <*і®. - " ; 

- {Р т Е т + М т в т ) + се^НД - (7.64) 
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где 

в вл = ЕкЕк -4— 2 В кВ к — М кВ к -|— ~ вкІтЕ к® іМт (7.65) 

•—объемная плотность электромагнитной энергии, е — плот¬ 
ность внутренней энергии на единицу массы, Н к — поток тепла. 

Соответствующее уравнение, представляющее собой закон 
сохранения энергии в системе электромагнитное поле — ве¬ 
щество, имеет вид 

%- (ур °к°к + Т Е к Е к + -5 В к В к - К В к + Т е к1 т Е 'к М 'т Ѵ 1 + ре) = 

~^к,к~\~\^2^шРтРк~\~Р т к —^ кІ ѵ І —( В т М т -\- Р к • ( 7 . 66 ) 

При построении законов сохранения разные авторы ис¬ 
пользуют различные определения пондемоторных сил, плот¬ 
ности электромагнитной энергии и потока тепла [73, 102, 109]. 
Несмотря на это обстоятельство результаты, к которым при¬ 
водит использование этих теорий, различаются несущественно. 


7.3.3. Уравнения сохранения вещества 
в электромагнитном поле 

С помощью уравнений сохранения для электромагнитного 
поля (7.52) и уравнений сохранения для системы электро¬ 
магнитное поле — вещество (7.62), (7.66) после некоторых 
формальных преобразований получаем 

уравнение сохранения количества движения 

Р~ПГ Ѵк ~ * 1к - 1 У Ек е ЫтІ 1 В т + Е к , іРі + 

+ В к , 1 М 1 + $ -§Р (}е ыт р г в т ) -1(}^ т М,Р т ), (7.67) 


уравнение сохранения внутренней энергии 


Р 


Р Р к Р М 


Р Рі е *ы ѵ і, к Е к Ік Ч - рЕ к рі р + рВ д і р Н к к . ( 7.68) 

В единичном объеме вещества действует электромагнит¬ 
ный момент сил 

Р4 = е й!т (ВгВ ш + М;Я т ). (7.69) 


Если пренебречь микроинерцией среды и моментами, распре¬ 
деленными на поверхности, после подстановки выражения 
(7.69) в уравнение (4.40) получаем следующую формули¬ 
ровку закона сохранения момента количества движения: 


Нт ~ ( тІ — РіЕ„. — Р,п Е 1 + МіН т — М т Н I. (7.70) 
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7.3.4. Пьезоэлектрический эффект в диэлектриках. 
Дипольная теория 

Здесь рассмотрение относится прежде всего к магнитно не¬ 
поляризуемым средам, обладающим высоким электрическим 
сопротивлением, которые поэтому можно рассматривать как 
идеальные изоляторы. 

Поскольку скорость света очень велика, из уравнений 
(7.48) следует, что электрическое и магнитное поле связаны 
между собой только при очень быстрых процессах. Во многих 
практически важных случаях электрическое поле можно рас¬ 
сматривать независимо от магнитного поля: 

е кі т Е т ,і — ®> ®к.к — 0» Пи — Е к + 4яРд,. (7.71) 

Из преобразований (7.51) следует, что при скоростях, ма¬ 
лых по сравнению со скоростью света, электрическое поле и 
поляризация среды в неподвижной и в движущейся системах 
координат имеют одни и те же значения. В этом случае основ¬ 
ные уравнения сохранения для поляризующегося диэлектрика 
могут быть представлены в виде 

Р ~ПГ ^к к . і -Н Е к [Р[, 

кт — ?ті = Р (ДіЕ т — П т Еі), (7.72) 

Р -рі е — кі ѵ 1. к + РЕк + Ь к , к , 

где Щ— электрическая поляризация, отнесенная к единице 
массы. Поскольку в диэлектрических средах перенос заряда 
отсутствует, остается в силе неравенство Клаузиуса — Дюгема 
(4.68). После подстановки величины Нк.и из выражения 
(7.72) 3 в уравнение (7.68) с учетом соотношения (4.82) по¬ 
лучаем следующую формулировку второго начала термоди¬ 
намики: 

Р-^-ф + РП-^-Ѳ — (кі°і. к — рЕк^р^к — ^. к^к < 0. (7.73) 

Допустим, что определяющие соотношения для рассматривае¬ 
мой диэлектрической среды можно представить в виде 

Ф — Ф (СкД П к ; Ѳ; Ѳ а ( ; а 2 ; а т ), 

кі — Т мы (Скь'> Ѳ; Ѳ,^; ар а 2 ; а т ) х кі м хі, 

Л — Ѳ; Ѳ, К \ ар а 2 ; . ..;а ш ), 

Е к ~ Е К (С К1 ; П^; Ѳ; Ѳ,^; ар а 2 ; а т )х к _ м , 
к к — Ѳ; Ѳ , к \ ар, а 2 ; а т )х к . ы , 

ТуГ а [І) ~ Р 1> (Е к о П#; Ѳ; Ѳ іЛ ; ар, а 2 ; а т ), 


(7.74) 
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где а* — внутренние параметры, учитывающие процессы ре¬ 
лаксации, а П к — переменная: П* = к . 

После учета соотношений (7.74) в неравенстве (7.73) мы 
получаем возможность представить второе начало термодина¬ 
мики с помощью неравенства 


Р (^' + Т1 )'§7 Ѳ + Р ( 2 'Й^7^ + 

® I й) ~Оі х 1. I + х к- Ь ~ П 4 4- 


(Эгр 

<эѳ 


. 0 Л.„ Л Ѳ 4-Уо^1 

^ р <эѳ к ' 1 иі е 

• і. I ■■ ] 


< 0 . 


(7.75) 


Так как гр, ікі, тр Е к , согласно соотношениям (7.74), не зави¬ 
сят от обобщенных скоростей Ѳ, П ъ х к К , -^-Ѳ к , 

необходимым и достаточным условием справедливости нера¬ 
венства (7.75) при произвольном термодинамически допусти¬ 
мом процессе является выполнение следующих равенств: 


Т<" = 2 

1 дд ’ 

тп 

2 > 

I -1 


- Х к К х 1. I + -дт^~ П Ь х 1. Ку 
аь кі аи к 


ді\> 


дВ к Хк - к ’ 


Ж к ’ 


(7.76) 


*</> 


да 


И) 


Ѳ Ь Н. 


Предположим опять, что перенос тепла не зависит от внутрен¬ 
них параметров, тогда диссипативное неравенство (7.76) 5 рас¬ 
падается на неравенства 

га 

Ёр-^Г 1“' <°. *А>0. (7.77) 


Соотношения (7.76) и (7.77) представляют собой те ограни¬ 
чения на определяющие уравнения, которые следуют из вто¬ 
рого начала термодинамики и сделанных выше допущений 
(7.74). 

Если исследуемая диэлектрическая среда находится под 
воздействием малых деформаций и слабых электрических по¬ 
лей, определяющие уравнения можно аппроксимировать в 
рамках линейной теории. С этой целью представим плотность 
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свободной энергии в виде квадратичной формы 

РоФ — ~2 Ек!тп. е кІ е тп + у (Ѳ — Ѳо ) 2 + + 

т т 

+ 4 Е 

к, п= 1 п = 1 

т т 

+ ^ нм «(») (Ѳ - Ѳ 0 ) + С к П к (Ѳ - Ѳ 0 ) + 2 Я<«>П А а<«>, (7.78) 

п— 1 п=\ 

где в к і — тензор бесконечно малой деформации. После под¬ 
становки выражения (7.78) в уравнения (7.76), пренебрегая 
нелинейными членами, получим определяющие уравнения сле¬ 
дующего вида: 

т 

*кІ = Еы тп е тп + ^кігп^т "Ь (Ѳ Ѳ 0 ) + Е а(Л) > 

п= 1 

т 

— РоЛ ^ Вкі е кі + С^Нк + К (Ѳ Ѳо) + 5] Н {п) ^ п \ (7.79) 

д-1 

т 

Ро Е к = й т1к г т1 + А к1 П, + С, (Ѳ - Ѳ 0 ) + Е, Я^>а<">. 

■ П = 1 


Необходимым и достаточным условием справедливости не¬ 
равенств (7.77) являются соотношения 


А* = Л*А„ (7.80) 


где {Я іп) } — неположительно определенная, а {Я«} — неотри¬ 
цательно определенная матрицы. Уравнение (7.80) 2 представ¬ 
ляет собой закон теплопроводности Фурье. Из выражений 
(7.74) 6 , (7.78) и (7.80)і, получаем уравнение эволюции 


Л.„м = ^*'“Ѵ + г м ((), 


(7.81) 


к -1 


где 


ГП 


8 м (і) = Е ^ (гаг) [Сйе« (0 + ЯИП 6 (0 + Я (г) (Ѳ (0 - Ѳ 0 )]. 


(7.82) 


После интегрирования уравнения (7.81), которое прово¬ 
дится в полной аналогии с интегрированием уравнений 
(6.176) и (7.29), подставляя внутренние параметры в соотно- 
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шения (7.79), получаем определяющие уравнения вязкоупру¬ 
гой диэлектрической среды. При малых скоростях деформа¬ 
ции и поляризации, диссипативными эффектами можно пре¬ 
небречь. Тогда получаем основные уравнения классической 
теории пьезоэлектричества. 

Связь между полями механических деформаций и элек¬ 
трическими полями в уравнениях (7.79) определяется пьезо¬ 
электрической матрицей йыт, которая отлична от нуля только 
для сред, не имеющих центра симметрии. 

В зависимости от симметрии материальной среды возмож¬ 
ны следующие представления матрицы йьт [36]: 

1. При наличии инвариантности по отношению к группам 
Г 1 , Г 3 , Г 6 , Г 9 , Г 12 , Г 14 , Г 17 , Г 21 , Г 28 , Г 29 , Г 31 


/0 0 0 

0 0 0 


0 0 0 \ 

о о о ]. 

Ѵо о о о о оу 

2. При наличии инвариантности по отношению к группе Г 2 



/ 

'<*111 

^ 122 

^133 

<7 123 

^113 

*7ц2 


№ кіт } = 1 

^211 

^ 222 

^233 

^223 

^213 

*4і2 


V 

ч^ЗІІ 

^322 

<7ззз 

^323 

^313 

^ 312 . 

8. 

При наличии 

инвариантности 

по отношению 


/ 


й ?122 

^ 133 

0 

0 

^ 112 



й ?211 

^ 222 

^233 

0 

0 

^212 


1 

ч 0 

0 

0 

<7ззз 

^313 

0 

4. 

При наличии 

инвариантности 

по отношению 


( 

• 0 

0 

0 

< 7 і 23 

^113 

0 


{Лкіт} = 

0 

0 

0 

^223 

^213 

0 


V 

■^311 

^322 

<7ззз 

0 

0 

<7зі2 

б. 

При наличии 

инвариантности 

по отношению 


/ 

•0 

0 

0 

^7 123 

0 

0 


Ыкіт) =1 

0 

0 

0 

0 

^213 

0 


V 

.0 

0 

0 

0 

0 

^312 


группе Г 4 


группе Г 5 


группе Г 7 


6 . При наличии инвариантности по отношению к группе Г 8 
/ 0 0 0 0 й т 0 

{Акіт} = I 0 0 0 С?223 0 0 

Ч ^311 й?322 ^333 0 о О / 


) 



7. Среды с микроструктурой 


237 



№ к 1т} ; 


7. При наличии инвариантности по отношению к группе Г 10 

— ^іп О йу2ъ 0 0 \ 

О 0 0 0 й т й иі I. 

О 0 0 0 0 0 / 

8 . При наличии инвариантности по отношению к группе Г 11 

/О О О 

{*4гт} = | ^211 — ^211 О 

\/зі1 ^311 ^333 

9. При наличии инвариантности по отношению к группе Г 13 

^211 \ 

— ^іи 1- 

О / 

10. При наличии инвариантности по отношению к группам 
Г 15 и Г 22 

/О 0 0 д? 12 з 0 0\ 

{^кІт)=[ 0 0 0 0 й т 0 |. 

\0 0 0 0 00/ 

11. При наличии инвариантности по отношению к группам 
Г 16 и Г 23 

/О О О О (1 1И 0\ 

{<**»„}-( 0 0 0 ^113 О о . 

\/зп ^зп. ^ззз О О О/ 

12. При наличии инвариантности по отношению к группам 
Г 18 и Г 25 

/О 0 0 /[23 й\\ з О 


^111 

— ^111 

0 

^123 

^113 

/ 2П 

/ 2 І1 

0 

<*113 

^123 

^311 

^311 

/ззз 

0 

0 


р 19 


= 1 0 0 0 й п з /123 О 

Ѵ/.зп /зп ^ззз О О О 

13. При наличии инвариантности по отношению к группе 

О 0 /„ 


/0 0 0 
{4/ т }Ц о о о 

Ѵо о о 


423 

О 

О 


О 


123 

О 


О 

о 


*312/ 


р20 


14. При наличии инвариантности по отношению к группе 


№ кіт } — I 


• О 
О 

\ Л 
'“•311 


О 

О 

. Л 


*311 
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15. При наличии инвариантности по отношению к группе 

р26 


( 

^111 


0 

0 

0 

° 

№ кіт } =1 

0 

0 

0 

0 

0 

I- 

V 

0 

0 

0 

0 

0 

0 ) 

16. При наличии 

инвариантности 

по 

отношению к группе 

р27 

( 


— ^111 

0 

0 

0 

^211 \ 

Ык1т} = \ 

6?2И 

^211 

0 

0 

0 

^111 і 

\ 

0 

0 

0 

0 

0 

0 ) 


17. При наличии инвариантности по отношению к группам 
Г 30 и Г 32 


/О 0 0 й т 0 0 \ 

{<*«,»} Ц 0 0 0 0 й т 0 . 

Ѵо о о о о а т у 


7.3.5. Пьезоэлектрический эффект в диэлектриках. 

Квадрупольная теория 

Пьезоэлектрический эффект представляет собой сложное 
взаимодействие между электрическим полем и веществом. 
Обычно для упрощения теоретической модели делают следую¬ 
щие допущения: рассматриваемое тело является упругим; 
электрическое поле является потенциальным; квадрупольным 
моментом и моментами более высокого порядка пренебрегают. 
Эти допущения дают удовлетворительные результаты для не¬ 
органических кристаллов, которые обычно используются на 
практике. В некоторых случаях однако необходимы более 
точные модели. В работе [108] учитывается вязкоупругий 
характер деформации, а в работах [7, 101, 125] рассматри¬ 
вается эффект от градиента поляризации. 

Квадрупольная теория пьезоэлектрического эффекта была 
предложена в 1974 г. Бранковым и Петровым [32], Она 
позволяет получить более полную информацию о движении 
ионов, из которых построена кристаллическая решетка, проис¬ 
ходящем под действием механических нагрузок и электриче¬ 
ских полей. 

Для того чтобы обосновать небоходимость учета квадру- 
польного момента, рассмотрим систему из п заряженных ма¬ 
териальных точек, представляющих собой ионы в элементар¬ 
ной ячейке исследуемого кристаллического тела. Полная сила 



7. Среды с микроструктурой 


239 


и момент сил относительно центра тяжести системы равны 


Р > = %№№)> 


(7.83) 


где д а \ х^ и — соответственно электрический заряд /-й 
материальной точки, ее координаты относительно произволь¬ 
ной неподвижной системы координат и ее координаты отно¬ 
сительно системы координат, связанной с центром массы 
элементарной ячейки кристалла. Работа, совершаемая элек¬ 
трически заряженными точками в квазистатическом электри¬ 
ческом поле за единицу времени, равна 




(7.84) 


1 -\ 


В каждой элементарной ячейке кристалла выполнено усло¬ 
вие электронейтральности 


^ <7 ,г> = 0. (7.85) 


Через х т обозначим координаты центра массы элементар¬ 
ной ячейки. Разложим электрическое поле Е к (х^) в ряд 
Тейлора по переменным с точностью до линейных чле¬ 
нов. Тогда, учитывая условие (7.85), получим следующие ди¬ 
польные аппроксимации выражений (7.83) и (7.84): 


где 


^к. т(%і) Рт’ Мд, 6 к цЕі (ЛГ /)Р 

№ = Е к ( Хі )-^Р к , 



(7.86) 

(7.87) 


есть дипольный момент элементарной ячейки кристалла. 

В случае квадратичной аппроксимации по переменным 
и т выражения (7.83), (7.84) принимают вид 


Рк Е к т (Х[ ) Р т -р Е к тв {Х[) Р т5 , 
М к = е кіІ [Еі (Хі) Р і + Ер т ( Хі ) Р т/ ], 

О „ , п. , , О 


(7.88) 
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где 

П 

Р кт =^Я^и% (7.89) 

і=і 

есть квадрупольный момент кристаллической решетки. С по¬ 
мощью выражений (7.88) законы сохранения для рассматри¬ 
ваемого нами квадрупольного пьезоэлектрического тела пред¬ 
ставляются в следующем виде: 
закон сохранения массы 

•37 Р+ (Р»ь). 6 = 0; (7.90) 

закон сохранения количества движения 

Р ®к Iтк . т “Ь Р (Ек, ”Ь Е к- (7.91) 

где П т і — квадрупольный момент, отнесенный к единице 
массы; 

закон сохранения момента количества движения 

е ци [і]к + Р (Е/Щ + В}, т П тк )] = 0; (7.92) 

закон сохранения энергии 

Р [)і ® ^ ^кт^т, к “Ь Р Е т ^ П т Р Е тк "др П т * "4" Е к _ Ь> (7.93) 

где 

Ект = \{Е к , т + Е т . к ). (7.94) 

Для упрощения дальнейшего рассмотрения пренебрежем 
эффектами диссипации электрической и механической энер¬ 
гии. Определяющие уравнения принимают тогда следующий 
общий вид: 

Ікі = Ткь{Смы’ П^др, Ѳ; Ѳ , ы) х к. к х і, ь> 

Е к ~Е К (С мы \ П^; Ѳ; Ѳ, дг )х к .к, 

Е к і — Екь (С ш \ Пдг', Пд/д,; Ѳ; Ѳ дг ) х к,к х і,ь> 
ф = ф (С мы ; Пдг; и М ц\ Ѳ; Ѳ, ы ), 

Л — Л С мн \ П ѵ ; Пд, іѴ ; Ѳ; Ѳ, дг), 

Ьь = пк(Смыг ГѴ, П М дг; Ѳ; Ѳ,( л і)х к ,к, 

где Пкг — переменная: 

П кь — Щл. К хр і.. 

С помощью закона сохранения энергии (7.93), определения 
свободной энергии (4.82) и определяющего уравнения (7.94)* 


(7.95) 


(7.96) 
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неравенство Клаузиуса — Дюгема преобразуется к виду 

р (ж + + р ( 2 * +Р ^І Пг + 2р 'Ш^ 7 П/Лк + 

р аѳ7 1 ~ А )~оГ Хі - 1 р (а^ 1 — е ь )~ 5 і 

/ аф \ о аф о. ѳ .н. 

+ р ап яь кЛГл і — Екі + Р 30 - х к, I д/ - ® к 0~ <0. 

(7.97) 

В силу (7.95) величины тр, т), Іы, Е к и Е к! не зависят от 
обобщенных термодинамических скоростей -^-Ѳ, ~§Г х ь. к> 

~§Г П*» -§Г Ѳ. к \ следовательно, необходимые и достаточ¬ 

ные условия справедливости неравенства (7.97) при произ¬ 
вольном термодинамически допустимом процессе имеют вид 



Л 


аф 

Ж’ 


и 


кі 


! дР Х Ь> кХ[ ' 1 “*■ !т~ к + П Іт х т. К х к. ь. 

а^ К1 ои к 011 к I 

(7.98) 

р ..... 0 Ф Р _аф^ 

‘-к — ЛТТ Х ь< Ь> ‘-•кі ' 


ап 


КЬ 


х к,К х 1.Ь> к ^0. 


С помощью соотношений (7.98) 4 , 3 уравнение (7.98) ь мо¬ 
жет быть записано следующим образом: 

тг4г — 2 -дс^— х к,к х і. і + Е к Иі + Е кт П т[ . (7.99) 


При малых деформациях и слабых электрических полях 
плотность свободной энергии можно представить в виде 
квадратичной функции тензора бесконечно малой деформа¬ 
ции, температуры, поляризации П* и квадрупольного мо¬ 
мента Па/. 

Если основное состояние рассматриваемого тела является 
недеформированным и неполяризованным, то определяющие 
уравнения, которые следуют из условий (7.98) и сделанных 
выше допущений, имеют вид 

~^*кІ 8=1 Е кІтп е тп “Ь ^кЦ^І ~Ь ^кЩ (^// ^?/) “Ь В к[ (Ѳ Ѳ 0 ), 

- Л = В к1 г к1 + СРі + а И (П„ - П®,) + К (Ѳ - Ѳ 0 ), 

Е к = А, + Л к1 П і + ё Ы! (П„ - П®,) + С, (Ѳ - Ѳ 0 ), (7 ' 100) 
Ещ — С + ё ік1 И і + В к щ (П.. — П®,) + Ъц (Ѳ — Ѳ 0 ), 
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ГДе 

Екчі — Еі кІІ = Е ІІЫ , й кп = й ш , 

ёкіі — ёім, В Ші = В Ік!! — В[] к1 , (7.101) 

Сыі[ — Сші = Сііы, Вц = Вц, а к1 = а 1к 

являются постоянными тензорами; — квадрупольный мо¬ 
мент в основном состоянии. 

Для изотропного тела имеем й к и = ё к ц= 0, а остальные 
тензоры в уравнениях (7.100) имеют вид 

ВкЧі — ^ ' (&ік&іі + Ьц&ік)> 

Вкщ — Ь' і} &іі&кі + Ь' 2) (^ік^и + Ьп^/к)’ ф 102 ) 

Сын — + с< ’ (^ік^ц + Ьц&ік)< 

Вц = аЬц, А к і = аЬ к1 , а г/ = у6 ф 

где К {2) , 6 (1) , Ы 2) , сО), с (2) , а, а, у — константы. 

Из равенств (7.100)' и (7.102) получаем 

у! и = , + 2Д.*Чі + с<!, ( П « т “ Кт) ^ + 

+ 2 С < 2, (П, ; -П« ; ) + а(0-0 0 )6 йг , 
“ Л = «е тт + V (П тт - К т ) + К (Ѳ — Ѳ 0 ), (7.103) 

Е к =аП к , 

В Ы = «'Кт\і + Ы 2 \> + »" ( П тт - П^ т )6 й , + 

+ 2 ^(П ЙІ -Щ,) + Ѵ (Ѳ-Ѳ 0 ). 


Из выражений (7.103) видно, что в квадрупольной теории 
взаимодействие между электрическими и механическими по¬ 
лями существует даже в случае изотропного тела. 
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8.1. Термодинамика смесей 

Согласно принципу непрерывности, если две материальные 
точки находятся бесконечно близко друг к другу в основном 
состоянии тела, то они будут находится бесконечно близко 
друг к другу и в деформированном состоянии. Это требование 
не всегда выполняется в реальных средах. Примером могут 
служить процессы фильтрации, при которых исследуемое тело 
составлено из двух континуумов: основной матрицы и прохо¬ 
дящей через него текучей среды. Очевидно, если в данный 
момент времени две материальные точки, принадлежащие со¬ 
ответственно матрице и текучей среде, совпадают, то в не¬ 
который последующий момент они будут находится на конеч¬ 
ном расстоянии друг от друга вследствие движения среды, 
Другие примеры, когда принцип непрерывности не выпол¬ 
няется, дают диффузия атомов и молекул в твердотельной 
матрице, движение электрически заряженных частиц в элек¬ 
тропроводящей среде, течение смеси и др. 

Современная термодинамическая теория смесей построена 
Трусделлом [134, 135] в 1957—1960 гг. Он рассматривает 
смесь как суперпозицию определенного числа континуумов, 
для каждого из которых предполагается выполнение прин¬ 
ципа непрерывности. Характерной особенностью этой теории 
является то, что для каждой компоненты предлагаются пар¬ 
циальные уравнения сохранения и парциальные определяю¬ 
щие уравнения. Аналогичный подход использован Келли [78] 
и Эрингеном и Инграмом [60]. 

Принципиально другой подход был использован Грином и 
Нахди [66], которые предложили глобальное описание смесей 
без систематического использования парциальных величин, 
связанных с отдельными компонентами. 

Термодинамическая теория химически реагирующих сме¬ 
сей твердых упругих компонент была предложена Боуэном 
[27, 28]. Эринген и Демнрей [51, 52] рассматривают в каче¬ 
стве смеси совокупность ионных континуумов, с помощью 
которых моделируются электропроводящие среды. 

В перечисленных выше моделях предполагается, что ме¬ 
ханические силы взаимодействия между континуумами имеют 
чисто диссипативный характер. Но существует класс твердых 
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тел, которые можно рассматривать как смеси континуумов, 
взаимодействующих посредством консервативных сил. Част¬ 
ные случаи смесей этого типа рассмотрены в работах [6, 30, 
129]. Общая термодинамическая теория смесей двух упругих 
континуумов, взаимодействующих посредством консерватив¬ 
ных сил, построена Бранковым, Петровым, Ивановым и Ма¬ 
риновым [34]. Обобщения и применения этой теории даны 
Мариновым [84—86]. 

При изложении термодинамики смесей мы почти везде 
будем следовать подходу, который был предложен Трусдел- 
лом [135]. 


8.1.1. Кинематика смесей 

Допустим, что каждая точка пространства х к в момент вре¬ 
мени і может содержать N различных компонент, каждая из 
которых подчиняется индивидуальному закону движения: 

**=4°№ 0- /=1 - 2 .(в.п 

где — материальная координата /-й компоненты, зани¬ 

мающей в момент времени 1 положение хи. Поле скоростей 
I -й компоненты в момент времени 1 определяется равенством 

< = ')!,<?■ ( 8 . 2 ) 

Скорость, с которой перемещается центр массы элемен¬ 
тарного объема, включающего в себя точку пространства хь, 
равна 

N 

ѵ к=-кЕ р(1 ' ѵ * } > ( § - 3 ) 

где через р (() обозначена 1-я парциальная плотность массы, а 

N 

Р = X Р № (8.4) 

г = і 

есть полная плотность массы смеси. С помощью определе¬ 
ния (8.3) вводится новый гипотетический континуум, по¬ 
строенный из материальных точек, совпадающих с центрами 
масс элементарных объемов пространства. 

Диффузионная скорость 1-й компоненты равна 

иі і) = ѵ (і) _ Ѵк> ( 8 . 5 ) 


а диффузионный поток 




( 8 . 6 ) 
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Из выражений (8.3), (8.4) и (8.5) получаем 

|>У ! = 0. (8.7) 

і=і 

Различают два вида материальных производных: 

О д | - 0 <г> д . ,,, 0 , 

Ж ( Р == аГ ф + ѵ ьѴ.ь’ ~5Г ( Ѵ = Ж ( Ѵ + Ѵ ЬЧ* (8 ' 8) 

первая связана с движением центров масс элементарных объ¬ 
емов, а вторая — с движением отдельных компонент. Из опре¬ 
делений ( 8 . 8 ) следует 

° {І) ° ш /о гл 

Из соотношений (8.3), ( 8 . 8 )! и ( 8 . 8)2 получаем равенство 

N 

Е р (,) -ж = р ж * + * [ж р + (р°і°). *] + 

і=і 

N N 

+х (р«ч"ч'’). . - Е +'“[і р'“ +(р"Ч“). *]• < 810 > 

і=і 1=1 

л 

где ф = — ^ р^'фО.а ф (г) — парциальная величина произволь- 
Р 1=1 

ной тензорной размерности. 

8.1.2. Парциальные уравнения сохранения 

Отдельные компоненты смеси взаимодействуют между собой 
путем обмена массой, количеством движения, моментом ко¬ 
личества движения, энергией и энтропией. 

Основная идея теории Трусделла, используемая для по¬ 
строения уравнений сохранения, состоит в том, что для ка¬ 
ждой компоненты в отдельности можно сохранить классиче¬ 
скую форму законов сохранения, если взаимодействие между 
отдельными компонентами учитывается с помощью дополни¬ 
тельных членов, соответствующих источникам. Отвечающие 
этой ситуации уравнения сохранения имеют следующий вид: 
закон сохранения массы 

4 -р (Р + (р ( Ч°Ь = рг (/) ;. ( 8 - 11 ) 

закон сохранения количества движения 
д(П 
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закон сохранения момента количества движения (для не¬ 
полярных сред) 

& = ІИ', (8.13) 

закон сохранения энергии 

р(Г) ^ ею = п + Щ) к + р(Пе(0 + рё«К (8.14) 

где с (1> , р ( б и ё (,) — соответственно масса, количество движе¬ 
ния и энергия, которые единица массы /-го континуума по¬ 
лучает за единицу времени путем взаимодействия с осталь¬ 
ными компонентами, а ($ т , /</>, е [1 \ и е и > — парциальные 
значения тензора напряжения, плотности объемных сил, 
плотности внутренней энергии, потока тепла и плотности внут¬ 
ренних источников тепла. 

8.1.3. Глобальные уравнения сохранения 

После суммирования парциального уравнения (8.11) по ин¬ 
дексу / получаем 

^-р+(р^и=рІ>>- (8.і5) 

Г-1 

Поскольку масса смеси сохраняется, имеем 

N 

Хс< г > = 0 . (8.16) 

Из уравнения (8.15) следует локальное уравнение сохранения 
полной массы 

ІГР + (Р^Ь = 0- (8-17) 

С учетом выражений (8.11) и (8.17) формула усреднения 
парциальных величин ( 8 . 10 ) принимает вид 

N {п N N 

5>)^Г*“>-Р-0^ + ^ (рРіфйЦ ')) л — ]Г рс (/ Ч (0 - (8.18) 

г-і г-і г=і 

Используя равенство (8.18) и суммируя парциальные 

уравнения сохранения по индексу /, получаем 

N 

Р Ж Ѵ к = 1 >пЬ. т + Р/* + X! Р ( Р< Р + ( 8 19 > 

1=1 


іік — (ни 


(8.20) 
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Р ТтГ е — 1 ктѴ т . к + к + ре + 


+ Р [<? и + ЛХ 1 + (ё 1 + {<«</)]. (8-21) 


= Е (47 - р т Ч т,и \ т> ) 


— глобальный тензор напряжения, 


! к = ^ с (/ 7У», ё 1 ' = р' 1) /р 


плотность полной объемной силы, 


е== Ё с(/> ( е< ' ) + І«кХ ) ) 


( 8 . 22 ) 


(8.23) 


(8.24) 


— плотность полной внутренней энергии, 


/V 

[*іг + м - р , Ч с,/> +т«м) ( 8 - 2Б > 


— полный поток тепла, 


е = Е с" (ё» 


(8.26) 


— плотность объемных источников энергии. 

Из уравнений (8.19) и (8.12) следует, что необходимые и 
достаточные условия сохранения количества движения и 
энергии смеси имеют вид 


Е(^'' + ^ч і, )=о, 

2 [> + ^ (* * + у ирир)] = О- 


(8.27) 


Эти уравнения вместе с уравнением (8.15) известны как со¬ 
отношения Трусделла. 

8.1.4. Диссипативные неравенства для смесей 

По аналогии с парциальными уравнениями сохранения не¬ 
которые авторы [53, 60] используют и парциальные дисси¬ 
пативные неравенства 

. /Я . (\ Р и) е ,1) 


-ш 


— рт) ,; *>0, (8.28) 
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где т]й>, Ѳ (і) и г| 14 — соответственно парциальная плотность эн¬ 
тропии, парциальная температура и энтропия, которую еди¬ 
ница массы 1-й компоненты получает за единицу времени при 
взаимодействии с остальными компонентами. Однако спра¬ 
ведливость написанного неравенства вызывает сомнения, так 
как заранее не ясно, выполняется ли второе начало термо¬ 
динамики для отдельных компонент смеси. Например, если 
концентрация одной компоненты мала по сравнению с осталь¬ 
ными, представляется возможным, что вследствие флуктуаций 
диссипативное неравенство (8.28) в определенные моменты 
времени выполняться не будет. Поэтому некоторые исследо¬ 
ватели используют глобальные формулировки второго начала 
термодинамики, которые относятся к смеси в целом [82, ПО, 
127]. Эти формулировки можно получить, исходя из уравне¬ 
ния сохранения парциальной энтропии 


0 (і) 

р(0_- гі (і) — 

Г Оі 




— рг|(0— руЙ), 


(8.29) 


где ру (0 — скорость производства энтропии в единичном объ¬ 
еме 1-й компоненты. В 1 последнем случае условие 

Ѵ № >0 (8.30) 


не постулируется. Это означает, что не требуется выполнение 
второго начала термодинамики для каждой компоненты по 
отдельности. 

Суммируя все члены в уравнениях (8.29) и используя со¬ 
отношение (8.18), получаем 



N 

— ^ Р (у (/) + с'Ѵ 1 + (8.31) 

і -1 


где ц — полная плотность энтропии. Сумму в правой части 
уравнения (8.31) можно интерпретировать как скорость про¬ 
изводства неравновесной энтропии в смеси, рассматриваемой 
как целое. Тогда становится естественным требование 

N 




Р (ѵ^ 1 + т] (і) + г| (і) ) ^ 0, 


(8.32) 


представляющее собой более слабое ограничение, чем нера¬ 
венства (8.30). Из уравнения (8.31) с учетом неравенства 
(8.32) получаем следующую формулировку второго начала 
термодинамики, которая справедлива для химически реаги- 
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рующих смесей: 


о 


У(^~ 


п ( 


’-^А 

/. к 




1=1 


ѳ (і) 


(8.33) 


В неравенстве (8.33) использовано предположение, что 
каждая компонента характеризуется своей индивидуальной 
температурой. Это предположение выполняется для многих 
быстро протекающих процессов, когда между отдельными 
компонентами смеси существует слабое тепловое взаимодей¬ 
ствие. Однако на практике гораздо чаще встречается случай, 
когда температуры отдельных компонент совпадают, т. е. 
Ѳ (/) = Ѳ, 1 — 1, 2, N. Тогда из равенства (8.33) следует 


И 

Р-57Л- 


Е( 

і=і 


/4"-ѳ 

ѳ /. 


ре 






> 0 . 


1=1 


(8.34) 


С помощью тензорного химического потенциала 

А - [(«“■ + - 9ч ,п ) - ф 4'і] (8-35) 

диссипативное неравенство (8.34) можно представить в виде 



Если смесь не подвергается механическим напряжениям, 
то целесообразно использовать скалярный химический потен¬ 
циал 


В (/) = ( е<‘> + { . (8.37) 

Тогда для второго начала термодинамики (8.36) получаем 
следующую формулировку: 


Р 




. N 

іг+Х^ 5 ^ 0 - < 8 ' 38) 

/—1 



250 


Неравновесная термодинамика 


8.2. Термодинамическая модель смеси 
из Л/ -|- 1 химически взаимодействующих компонент 
без механических напряжений и объемных сил 


С помощью выражений (6.87), (8.15), (8.17), (8.21) и (8.38) 
получаем диссипативное неравенство 


N +1 


N +1 


Р (-и- '» + Ч ж") - X «*"' РЭТ’ ■ 


/=1 


*-1 


/Ѵ+1 


- ѳ, к 3\ + РіѴѴ 1 * < о, (8.39) 




где ^ 

^ = -^+ X‘ТГ 5 '* 8.40) 

есть поток энтропии, а 

с" =р и Ѵр 8.41) 

— концентрация 1-й компоненты. 

Принимая во внимание, что сумма всех концентраций 
равна единице, а также то, что выполнены равенства (8.7) 
и (8.11), неравенство (8.39) можно представить в виде 

р (ж * + ч ~§г ѳ ) “ Е р ' “ р , л,+1> ) ж с,/: + 

г-і 

+ % -» { " +1) ). к -ѲкЖ + Х Р (і* и - Р ,л,+,) ) <о. 

і-і (-1 

(8.42) 

Определяющие уравнения рассматриваемой системы мо¬ 
делируются уравнениями 

Ф = ф с { к\ Ѳ; Ѳ, к), 
гі = г) (с (/) ; с% Ѳ; Ѳ к ), 
цчп = р»> (ві«); С% Ѳ; Ѳ ,), 

Н п = Н п (сЛ с\ Ѳ; Ѳ *), ^ 8 ‘ 43 ^ 

2ГТ = ВТ {с' 1 \ с% Ѳ; Ѳ *), 

= (с<"; с% Ѳ; Ѳ *), т, 1—1, 2. N. 

где величины с 1 ' 1 , с (1 \, Ѳ, Ѳ к рассматриваются как незави¬ 
симые термодинамические переменные, характеризующие ло¬ 
кальное термодинамическое состояние. 
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После учета в диссипативном неравенстве (8.42) уравне¬ 
ния (8.43) і получаем 



м (0 + |і (*+і))_^ с (/) + 


+ р і*- Т7 18 *+о X іщ -гг' сі л + Е (|* М -•“"Щ Л' 1 ■ 


(Эф о 


(ЭѲ 


1 =1 


<эс ( '1 о/ 


/=і 


-ѳ. 2 р((і (/, -Ц (АГ+,, )й <0 < 0 . (8.44) 

і=і 

Необходимое и достаточное условие выполнения неравен¬ 
ства (8.44) при сделанных выше предположениях (8.43) для 
произвольного термодинамически допустимого процесса за¬ 
ключается в справедливости соотношений 


(Эф 

(ЭѲ 


Г) =— — цОѴ+1) = 


(Эф 


, /=1,2. Ы, 


дф _ п дф 

Л* ’ 


дс (1) 

О, /= 1, 2. N. 

N 


(8.45) 


і (к<» - С 1 ''*' 1 ). ,Л’> - ѳ. Л +1Р (ц'“ - К 1 " 11 ) і т < о. 


Неравенство ( 8 . 45 ) 5 , представляющее собой второе начало 
термодинамики, учитывает диссипацию энергии вследствие 
диффузии массы, переноса тепла и протекания химических 
реакций. В случае когда химическая кинетика смеси является 
независимой от переноса тепла и массы, неравенство (8.45 )5 
распадется на два независимых друг .от друга неравенства 


^ (ц <г > - ц (ЛГ+1) ), * 2$ - Ѳ, < 0, 



(8.46) 


Достаточным условием справедливости неравенств (8.46) 
является выполнение следующих двух соотношений: 


ад 


ад>} {л№ , 

.. да} т 



ад 


да да... даі т 


{дада>Ь} 

адГ 


{мѴП 

. • {мГ 1 } №} 


{6х ( да +І >Ь} 

ш 1 


іт т 

{і^ы} {А ,кі} 


{-ѳ. *} 


(8.47) 
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г еі1) \ 


V ) 




(“) 
Л 12 ) 


/с 


/Г ’ /с 


( 12 ) 

( 22 ) 


. к 
. к 


(1ЛГ) . 
(2ДГ) 




. к 


(ЛГЛГ) 


/и <,) - | х (лг+, >' 

цГО _ ^+1, 

Ѵ[і (АГ) - ц <* г+, >. 


(8.48) 


где квадратные матрицы являются неположительно опреде¬ 
ленными. Если теория, которая используется для моделиро¬ 
вания процессов в смеси, является линейной, то условия 
(8.47) и (8.48), согласно принципу Кюри (см. [73]), будут не 
только необходимыми для справедливости неравенств (8.46), 
но и достаточными. 

В квадратичном приближении плотность свободной энер¬ 
гии представляется выражением 

N 

Ф = у Е А7<^) (^(0 ^)) (^<-) — ^< 0 -)) ^ /с (Ѳ — Ѳ 0 ) 2 4- 

1, т -1 

N N 

+ Е Н{1) ( ѳ - Ѳ о) (" а> - с( о') - л о (Ѳ - Ѳ 0 ) + Е Ві1) ( сі1) - с о°)> 

/-1 /- і 

(8.49) 

где — равновесные концентрации компонент. Из выра¬ 
жений (8.45) и (8.49) получаем рассматриваемую теорию 
в линейном приближении 

~ л = X я<*> (**> - с<‘>) + К (о - ѳ 0 ) - Т! 0> 

^ ' ( 8 .5 0 ) 

ц") - ц^+б = X Л^ т) ( с<т) “ с о т) ) + # (,) ( ѳ - Ѳ 0 ) + 5<б. 

В соответствии с равенством (8.48) при химическом рав¬ 
новесии имеем 


р (1 ) = |д,( 2 ) = ... = = р( я +'). (8.51) 

Поскольку в основном состоянии с (і ) == с[ 1) и Ѳ = Ѳ 0 , из со¬ 
отношения (8.50) 2 получаем В<*> = 0. 

Из выражений (8.47) и (8.50) видно, что перенос энтро¬ 
пии и перенос массы — два сопряженных процесса. Для диф¬ 
фузионного и энтропийного потоков получаем соответственно 

з№ = X АЙЙѴ? +йЙе. п. 

т =1 

9к=^М ) п с\ 1) п + Ны&.п, 


(8.52) 
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где 


Ій?=р& ( ™', йЧ = Е м ( №н"- 1 &, 

1 = 1 тп, г — 1 

лЭД = Ё №^ т1) , н кп = Е ^Й ) я (т> - л*„. 


Из определения потока энтропии (8.40), из характерной 
для диффузионных потоков зависимости (8.7), а также из 
условия равновесия (8.51) для линейных процессов, проте¬ 
кающих в окрестности основного состояния, получаем 

91 = А*/Ѳ 0 . (8.54) 

Из выражения (8.52) і следует, что градиент температуры 
приводит к переносу массы. Это явление называется эффек¬ 
том Соре, или термодиффузией. Аналогично из уравнений 
(8.52) 2 и (8.54) следует, что градиенты концентраций ком¬ 
понентов, находящихся в смеси, приводят к появлению пото¬ 
ков энтропии и тепла, т. е. к эффекту Дюфора. 

В системе не будет переноса ни массы, ни энтропии лишь 
тогда, когда не только все градиенты равны нулю, но и вы¬ 
полнены условия 


Е мѴЖ + і>п=о, 


т =1 
N 


(8.55) 


Е сй + У, л =о. 

і=і 


Уравнения (8.55) представляют собой линейную однород¬ 
ную систему уравнений для 3(А + 1) неизвестных величин. 
Необходимое и достаточное условие того, чтобы эта система 
имела нетривиальное решение, имеет вид 


<3е4 


М<>4 

мт 


мт • ■ • 


Ц1 

Л(0 

Яз 

м'у» 



м</ 2 2 > ... 


щ 

^23 




мт ... 

т 

ЦІ) 

32 

/,(1) 

^33 

Л4< 2| > 

мр 

Щ 2 Т 

м< 22 > ... 

/Я 

и 12 

Ц 2 3> 


мт 

м'Т 

М ( * Ѵ2) .. 

іѵі ,3 

ЦТ 

ЦТ 

ЦТ 

Щ 



т ... 

Ни 

#12 

#, 3 

п 


"Я 

УѴ<! ... 


#23 

^33 


Используя соотношения (8.45), (8.28) и подставляя опре¬ 
деление свободной энергии (4.82) в уравнение (8.21), полу- 


=0. (8.56) 
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чаем уравнение баланса энтропии 

N 

рѲ ~5Г 11 = Нк - * + ре ~ р X (р ' г> — В (Л ' +1) ) ~§г с(1) ■ ( 8 - 57 ^ 

і=\ 


В линейной теории последним членом в правой части урав¬ 
нения (8.57) можно пренебречь, так как он является нели¬ 
нейным, а для плотности энтропии и потока тепла можно 
использовать определяющие соотношения (8.50) і, (8.52) 2 и 
(8.54). Тогда получаем уравнение теплопроводности 

„ N N 

РоК-§Т ' ѳ + н ыР, пь + 17 ■+ Ро X ^ ж с<г> + Е МУ! ] пЬ = 0. 

/= і о 

(8.58) 

Для того чтобы получить уравнения сохранения для пар¬ 
циальных масс, уравнение (8.11) с помощью соотношений 
.(8.17) и (8.6) преобразуем к виду 

РТГ с{1) + ^к = Рё {1) - (8.59) 


После учета определяющих соотношений (8.52) ь (8.48) и 
(8.50 )2 получаем следующие линеаризованные уравнения ба¬ 
ланса для парциальных масс: 

N N 

р Л. сѴ + То о. „* + X М^с%{ + Е К ІІт) (0^ - с И + 

; = і т= I 


где 


+ Р<О(0_ѳ о ) = О, (8.60) 


N 

#{1т) = ^ Д-('т)дГ(тг) ) 

т, г— I 


N 

Р ( 0— ^ 1(ит)Н1т)' 

тп — 1 


(8.61) 


Уравнения (8.58) и (8.60) являются основными уравне¬ 
ниями для исследуемой среды. Вместе с начальными и гра¬ 
ничными условиями они составляют граничную задачу, с 
помощью которой можно моделировать процессы, протекаю¬ 
щие в химически реагирующих недсформируемых средах. 

Основной недостаток представленной теории заключается 
в том, что упомянутая система уравнений параболического 
типа, т. е. снова возникает проблема бесконечности скорости 
возмущений температуры и концентрации. Этот парадокс был 
преодолен в работе Вылчанова [8], который исследовал смесь 
из N идеальных текучих сред на основе термодинамики сред 
с памятью. 
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Ь.З. Термодинамическая модель смеси 
из N + 1 идеальных текучих сред 

Если парциальные напряжения для каждой из участвующих 
в смеси текучих сред можно представить сферическим тен¬ 
зором 

С = (8-62) 

где р (/) — парциальное давление, то, согласно уравнению 
(8.22), полный тензор напряжения имеет вид 

Л /+1 

Кі = 2 (р ,т, «г«г - р ш \іУ (8.63) 

т=* 1 

Из выражения (8.63) видно, что в рассматриваемом слу¬ 
чае недиагональные компоненты тензора напряжения опре¬ 
деляются только диффузионным напряжением 

ЛМ-І 

/Д“ фф = I р Ш) и { к т Ц т \ (8.64) 

т = І 

Когда скорости диффузии малы, диффузионное напряже¬ 
ние есть величина второго порядка малости по скорости и, 
следовательно, им можно пренебречь. Таким образом, полу¬ 
чаем следующий важный для практики случай: 


4/ = —Рб й/ , (8.65) 

где . ' 

ЛГ+1 

р = Р ф (8.66) 

есть полное давление смеси. 

Из выражения (8.35) следует, что в диссипативном нера¬ 
венстве (8.36) снова можно использовать скалярный хими¬ 
ческий потенциал, для которого в рассматриваемом случае 
получаем 

ц" = — Ѳп' +р<Чр {1) . (8.67) 

Следуя подходу, изложенному в разд. 8.2, второе начало 
термодинамики можно представить диссипативным неравен¬ 
ством 

N 

Р (ж^ ^Ж 0 ) + Р ѵ к к— ^Р(ц и) — ц ,ЛГ+|) )-^-с ( 'Ч- 

/= і 

N N 

■ + Е (^ ,(| -р <л,+,) ) * у* - 0 +Е 9(9 ' 1] - 

і-і і-і 


р. ,л,+ 1 )) с <1 ’ С 0. 

( 8 . 68 ) 
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(8.69) 


Определяющие уравнения рассматриваемой среды моде' 
лируются тогда уравнениями следующего типа: 

Ч> = Ч>(Р ; с\% Ѳ; Ѳ Д 

Ч = Л (р; с О; с\% Ѳ; Ѳ Д 
Р (т > = Р (т, ( Р; с^-, с% Ѳ; Ѳ Д 
Р = Р{Р> с{1) < с % ѳ ‘> ѳ . Д 

К = « 1) \ Ѳ; в Д 

^ ( Г = ^Г(р; ^>; ѳ; в Д 

а (т) == ^(т'( р; ^( 1 ,. с <7); Ѳ; ѳ д 

С помощью выражений (8.17) и (8.69) і диссипативное нера¬ 
венство (8.68) преобразуется к виду 

рф + ^о+О- Ъ-І)тг' + 

+р Е(^Г - р«'+р” ,+| ‘) ж". ‘+ 


і-і 


/=-і 


• Ѳ. + X Р ^ (,) “ Р (Я+,) ) б{1) < °- (8.70) 




Необходимые и достаточные условия справедливости не¬ 
равенства (8.70) для произвольного термодинамически допу¬ 
стимого процесса и при сделанных выше определяющих до¬ 
пущениях (8.69) имеют вид 


<ЭгЬ 2 дг|> 

Т 1 = -Ж- Р = 


дѵ 


^ / )-1і (Я+ і) = ^ Г . 1=1,2 .А/', 


дт]> 


= П 7 = 


аѳ 




= 0 , 1 = 1 , 2 , 


(8-71) 


(ц (Л - +І) ), * ^ - Ѳ, + Е р (р (/) - р<" +| >) б (1) < 0. 


По аналогии с подходом, изложенным в разд. 8.2, можно 
построить линейную определяющую теорию, в которой урав¬ 
нения переноса (8.47) и уравнения (8.48), описывающие хи¬ 
мическую кинетику, сохраняют свой вид. 
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8.4. О возможности использования 
второго начала термодинамики при моделировании 
определяющих уравнений для смесей 


В разд. 8.2 и 8.3 показано, что в тех случаях, когда в дис¬ 
сипативном неравенстве (8.36) возможно использование ска¬ 
лярных химических потенциалов, определяющие уравнения 
можно моделировать с помощью метода, аналогичного ис¬ 
пользованному в случае простых материалов. Если среда 
находится под действием механических напряжений, то хими¬ 
ческие потенциалы представляются тензорами и использован¬ 
ная до сих пор техника моделирования глобальных опреде¬ 
ляющих соотношений становится неприменимой. В этом слу¬ 
чае используют ограничения на парциальные определяющие 
уравнения, следующие из неравенств (8.28) или (8.32). Эти 
уравнения ищут в виде 


где 


фй) = фй> Ѳ< т >; Ѳ<™>; с< т >; с*™»), 
фб == фй Ѳ (т) ; Ѳ<™>; с< т >; 

*&=№(ПГ’* т> ‘> сіт) ’ с !" ) ), 

= ѳ< т >; 9*™>; с< т >; су) > 

оріМ = (Я; к і : Ѳ < т >; Ѳ^>; с< т >; с< т Д 
ей) = (/*«>; Ѳ (т) ; 0»™'; с< т >; с*'”)), 

рй) = /й> (/й™) ; ѳ ,т) ; ѲД; с( т >; с'.'Д 
е й) = ІГй» Ѳ< т >; Ѳ ( ^>; с< т >; с*'")), 


(8.72) 


рт _ 
і кК 


д%Т ] 

дх 


(* ( Л 0- 


т= 1, 2, ..., //+ 1, 


(8.73) 


есть парциальный градиент деформации. 

Представленный метод моделирования парциальных опре¬ 
деляющих уравнений не связан с затруднениями принципи¬ 
ального характера, но приводит к большей степени неопре¬ 
деленности и к более усложненным математическим моделям, 
что существенно уменьшает его практическое значение. По¬ 
этому те случаи, в которых используются химические потен¬ 
циалы, представляют особый интерес. В ряде публикаций 
Бранков и Петров [4, 5, 33, 112] рассмотрели смесь с одной 
доминирующей компонентой, когда, как будет показано ниже, 
можно использовать скалярный химический потенциал. 

В наиболее общем виде скорости диффузии можно опре¬ 
делить уравнениями 

и іЬ = Ѵ (і) - ак> (8.74) 


9 Зак. 609 
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где со* — характеристическая скорость смеси. В случае жид¬ 
костей и газов целесообразно ввести такие определения, что¬ 
бы характеристическая скорость совпадала со скоростью 
центра тяжести: и* = о*. 

В случае твердых смесей в качестве характеристической 
скорости можно использовать скорость основной матрицы 
(система Хиторфа, см. [73]) 

= ѵ $ - ор, / = 0,1,2 . N. (8.75) 

Особый интерес представляет случай 

р< 0) >р' г >, 1=1, 2,..., N. (8.76) 


Поскольку на практике вследствие внутреннего трения ско¬ 
рости диффузии малы, из соотношений (8.3), (8.75) и (8.76) 
следует 

о* - «2, (8.77) 


причем формулы усреднения (8.18) и определения матери¬ 
альных производных (8.8) остаются в силе. 

Так как концентрации с і0) — р (0) /Р (0) , / = 1, 2, .... N, яв¬ 
ляются малыми величинами, исследуемая смесь представляет 
собой слабый раствор компонент. С другой стороны, среднее 
расстояние между двумя частицами данного типа есть вели¬ 
чина, пропорциональная обратному значению парциальной 
плотности в степени одна треть: </ (г) ~ (р (г >)~ 1/3 . Поэтому с 
уменьшением парциальной плотности среднее расстояние ме¬ 
жду частицами данного сорта увеличивается. При этом взаи¬ 
модействие между ними уменьшается, и при достаточно ма¬ 
лых . концентрациях соответствующие компоненты можно 
рассматривать как идеальные газы. Отсюда следует, что пар¬ 
циальные тензоры напряжения можно заменить парциальны¬ 
ми давлениями, причем химические потенциалы компонент 
вновь определяются выражениями (8.67). 


8.5. Термодинамическая модель диффузии 
в деформируемой пористой среде 

Термодинамическая теория диффузии в' деформируемой мат¬ 
рице была развита Бранковым и Рангеловой [35]. Позднее 
Петров и Рангелова [17] обобщили полученные результаты, 
учтя процессы сорбции. В развитой теории рассматривается 
смесь трех континуумов: твердой матрицы, связанной с ней 
диффундирующей среды и свободной диффундирующей среды. 
В качестве связанной диффундирующей среды рассматривает¬ 
ся та ее часть, которая абсорбирована на внутренней поверх¬ 
ности пор. 
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Для каждой компоненты имеется индивидуальный закон 
движения и индивидуальная скорость: 

*& = Х ( Й () № 0> = Х И)> Х (1) ^Х ,0) , = 

(8.78) 

Предполагается, что вследствие внутреннего трения ско¬ 
рость диффузии 

«6 = Ч 2) — О* « — о<“> (8.79) 

является малой величиной. Когда плотность свободной диф¬ 
фундирующей среды намного меньше полной плотности: 

Р » Р< 2 >, (8.80) 

получаем следующие уравнения сохранения для исследуемого 
пористого тела: 

уравнение сохранения массы матрицы 

-^-Р (0 ' + (Р (0) »й),6 = 0: (8.81) 

уравнение сохранения массы связанной диффундирующей 
среды 

р|с (1) = рс (1) ; (8.82) 

уравнение сохранения массы свободной диффундирующей 
среды 

РД7 с (2) + Д*.й = ~ рс (1) , Д й = р<‘Ч; (8.83) 

уравнение сохранения количества движения 

Р ~БГ ѵ ь~ *ік-і + РІкІ (8.84) 

уравнение сохранения момента количества движения 

4/ = Чк\ (8.85) 

уравнение сохранения энергии 

Р е — Ікі ѵ і.ь, + к + ре . (8.86) 

ВДорое начало термодинамики для рассматриваемой среды 
представляется неравенством 

р ^,_(іі+іЩ.) 4 _^ >0 . (8.87, 

Отсюда с помощью выражений (8.86) и (4.82) получаем , 

р (ж^ + ^ ж ѳ ) ~ 1 ы ѵ і,к + в, и^к — рр ж с<2) — РРС — 

( 8 . 88 ) 


9 * 
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где ■ 3 ''й = (Лй+ цЗ^УѲ, с = с (1) . Определяющие уравнения 
применяются здесь в следующем общем виде: 

= 1|) (с м „\ Ѳ; Ѳ д,; с (1) ; с< 2 > ; ), 

ікі = Тщ{С Ѳ; Ѳ, с (| >; с (2) ; с!м) Хк, к х к ы 

л = л(с М д,;ѳ ; в»; ^; С < 2 > ; ^), 

А* = А к (С**; Ѳ; Ѳ, *; с»'); с< 2 >; с^) **. к> ( 8 - 89 ) 

р = |і(С мл ,;Ѳ;Ѳ д,; С <*); С (2, ; С (2)), 

« = г(С лл ,; Ѳ; Ѳ д,; с (| ); с< 2 ,; с< 2 >), 

^ = ^(С М Д,;Ѳ; ѳ д,; с«‘»; С й; С ; 2 ))^ |К , 


**• К дХ^> 


дао. 


а, і> 


(8.90) 


О = - дв- с (2) = 

•* іК дХ^ ' 


Имея в виду (8.89),, для диссипативного неравенства 
(8.88) получаем 

( 2Р Х *' кХ ‘’ 1 ~ Ік1 + Р ^ Хк ’ к °-' + Р ~В% Хк ’ кС '*І)° 1 ’ к + 

+ Р (ч] + —1 — 0 + Р — — Ѳ к -\-р х к С < 2 > + 
V, 5 Ѳ / йі де К • 4 дс ^ *■ К 01 - к 


+ р (" + ѳ +р ^ ^ ® ,+р Й **■ к » с! * + 

+ р і^-ЩГ й<,, + р (і!^ - м^-Р^+й Л-Ѳ Л«о. 

(8.91) 

Необходимые и достаточные условия справедливости не¬ 
равенства (8.91) при сделанных выше основных предположе¬ 
ниях имеют вид 

/ — о п М у ѵ с>г|7 _ <?і|> _ п 

1 кІ Х Р х к'К х 1’1> 3 .12) 


діЪ <Эф 

Ч= Л* Ц = 

р ~57 с<2> “ ррб + к& * ~~ ѳ ^ °- 


(8.92) 


Достаточным условием справедливости неравенства (8.92)5 
является выполнение следующих соотношений: 

Ч^ г_ '^ г ) =рг ' + 

^„ = АИ,р , + 5,*Ѳ 

•у Л|- г , у • Іъ г Ь' 


(8.93) 
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где Т— отрицательное число, {М м } —неположительно опре¬ 
деленная матрица, а {Ьы }—неотрицательно определенная 
матрица. В тех случаях, когда среда изотропна и теория ли¬ 
нейна, условия (8.93) являются необходимыми и достаточ¬ 
ными условиями справедливости соотношений (8.92). 

В линейном варианте теории плотность свободной энергии 
представляется квадратичной формой 

Ф = Т А кІтпЧі е тп + В кі г кІ ( Ѳ - Ѳ о) + °кіЧі ( С<2) - С 0 2) ) + 

+ Е к1 е к1 (с™ - с< 3 >) + Е (с< 2 > - с< 2 >) (с») - С<»)+ІЯ ( С 0>- С (і))2 + 
Е (с< 2 > —с < 0 2 ) ) 2 +О 1 (с<»_ с а>) (Ѳ-Ѳ 0 )+ О, (с< 2 >- с< 2 >) (Ѳ ■- Ѳ 0 ) + 

+ ±В(Ѳ-%у. (8.94) 


Из соотношений (8.92) и (8.94) можно определить химиче¬ 
ский потенциал ц: 

ц = Е к1 г к1 + 0 2 (Ѳ - Ѳ 0 ) + Е (с - с а ) + (Е - Е) (с< 2 > - С < 2 >), (8.95) 

где с — с (І) + с< 2 > — полная концентрация диффундирующей 
среды. 

Процессы сушки и смачивания материалов можно рас¬ 
сматривать как движение «смачивающего» континуума по от¬ 
ношению к основной матрице. Тело является абсолютно сухим 
тогда, когда концентрации и свободного и связанного сма¬ 
чивающего континуумов равны нулю. Если внешние нагрузки, 
распределенные по поверхности границы сохнущего или сма¬ 
чивающего тела, не меняются в течение процесса, то дефор¬ 
мационные эффекты являются вторичными, а эффекты, свя¬ 
занные с концентрацией, первичными. В этом случае задачу 
диффузии компонент можно решить независимо от общей за¬ 
дачи. Получаемое выражение для диффузионного потока 
при однородном начальном распределении диффундирующей 
среды имеет вид 

Я* = К к 1 с, ,+ \0 и ((- П с,, ((') сП', (8.96) 

О 


где 


С к і а - (') = а/р) Я - Е 2 М к1 е-0-*'Ѵ \ 


х=-р/ЦН + Е — 2Е). 


(8.97) 


Уравнение диффузии диффундирующей среды, которое 
следует из соотношений (8.82), (8.83) и (8.96), имеет вид 

і 

Р с + Мкі с >кі + ^ Н к іе с, к і (У) йі' = 0, (8.98) 

о 
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где Ны = Ь(Р — Е) 2 М м . Граничные и начальные условия, 
которые обычно используются при решении задачи, пред¬ 
ставляются в виде 

УкПк = ?[С (Х к , I), (], х к <=8, 0</<оо, 

^ (о.УУ) 

с (О, XС 0 , С (^і [^=0 == 0 , х^ (= V , 

где / — заданная функция, определяемая структурными осо¬ 
бенностями тела, связанными с граничной поверхностью, вы¬ 
деляющей диффундирующую среду, а также со средой, в ко¬ 
торой находится сохнущее (смачивающееся) тело. В некото¬ 
рых случаях с целью упрощения задачи используется идеали¬ 
зация бесконечно быстрой сушки (смачивания) граничной по¬ 
верхности. Тогда условие (8.99) і заменяется условием 

с ( х к> 0 — сопаі, Хь 5, ^ > 0. (8.100) 

8.6. Пьезоэлектрический эффект 
в деформируемом полупроводнике 

Пьезоэлектрическая модель деформируемых проводников 
электрического тока, построенная на основе теории смесей, 
представлена в работе Демирей и Эрингена [51]. Для всех 
проводников пьезоэлектрические потенциалы появляются 
только при очень высоких частотах, так как в этом слу¬ 
чае поляризационные заряды деполяризуются свободными 
носителями электрического тока. Пьезоэлектрический эффект 
проявляется сильнее в случае полупроводников. В этом слу¬ 
чае он вызывает специальный интерес, так как оказывает 
влияние на вольт-амперные характеристики полупроводнико¬ 
вых элементов. 

Эмпирические модели деформируемого полупроводника, в 
которых к классическим уравнениям пьезоэлектрического эф¬ 
фекта добавляются известные в физике твердого тела урав¬ 
нения переноса электрических зарядов, были предложены в 
работах [74, 79, 81, 115, 142]. 

Термодинамические теории электромеханического взаимо¬ 
действия в деформируемом полупроводнике были предложены 
одновременно Лоренци, Тирстеном [82] и Петровым [112]. 
В настоящем изложении мы будем следовать работе [112]. 
Исследуемое тело мы будем рассматривать как суперпозицию 
поляризуемой диэлектрической матрицы и п ионных конти¬ 
нуумов. Существующее взаимодействие между различными 
компонентами характеризуется обменом массой, электриче¬ 
ским зарядом, импульсом, энергией и энтропией. Так как пар¬ 
циальные массы ионных континуумов являются чрезвычайно 
малыми величинами, мы предполагаем, что в каждой точке 
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деформируемого тела средняя скорость смеси совпадает с ин¬ 
дивидуальной скоростью основной матрицы, т. е. используем 
систему координат Хиторфа. Парциальные уравнения сохра¬ 
нения основных величин имеют вид 
закон сохранения массы 

4-Р' 7 ’ +(Р ( М ) Ь = РС (/ ), /=1. 2, .... я, (8.101) 

где индекс I = 0 относится к основной матрице; 
закон сохранения электрического заряда 

Я 1) +/ ( Л = <Л 1=1, 2, .... п, (8.102) 

где < 7 <г> , ц а \ } { 1 ] = д П) Ѵк ] — соответственно парциальные плот¬ 
ности электрических зарядов, скорость, с которой в единице 
объема генерируются ионы 1-го типа, и ток, который возни¬ 
кает при движении ионов /-го типа; 

закон сохранения количества движения 

п(*) 

е. „+ ві? +р рѵ =р (,) - V ( 8Л03 ) 

где 

^°' = Р^. т П т , (8.104) 

8$ = д (1) Е к , /=1, 2, .... я, (8.105) 

Чт — Р {1) ^кт’ ' = !• 2.-.Я; (8Л06) 

закон сохранения момента количества движения 

№ - е = Р (0) <П„5* - Е т и *); (8.107) 

закон сохранения энергии 

Р {/ ’ ж в (/) = 4М * + т<,) + (8.108) 

где 

т с°) = р ( 0 ) Е/г _Ѵ_ щ, =0, / = 1, 2. п. (8.109) 

Из уравнений (8.104) и (8.105) видно, что магнитное 
взаимодействие в системе не учитывается. В работе [51] при 
исследовании электромеханического взаимодействия в поля¬ 
ризуемых проводниках предполагается, что на каждый кон¬ 
тинуум действует парциальное электрическое поле Е ( к . В на¬ 
стоящих исследованиях используется эффективное электри¬ 
ческое поле Е к . Это не уменьшает общности рассмотрения, 
так как различия можно компенсировать, выбрав подходя¬ 
щим образом величины р<- 1 \ которые учитывают силовое вза¬ 
имодействие между компонентами. 
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Поскольку рассматриваемая смесь является электриче¬ 
ски заряженной, кроме условий (8.16), (8.27) и (8.28), кото¬ 
рые представляют собой необходимые и достаточные условия 
выполнения законов сохранения массы, импульса и энергии, 
необходимо удовлетворить условию 

=0, (8.110) 

і=і 

физический смысл которого состоит в том, что полный элек¬ 
трический заряд смеси сохраняется. 

После усреднения парциальных уравнений сохранения с 
помощью процедуры, которая изложена в разд. 8.1.3, полу¬ 
чаем следующие глобальные уравнения: 

Р + (Р У Д к = 0> ~дГ с І + Іь. к — 0, 

Ікт< к “Ь ~Ь рЕ т , йДй Р ®т ^ кт Iтк = 

= Р (Е к П т — Е т П к ), ' (8.111) 

Р & ^ктРт- к Р Е т ~]у[ ^ к- к ^ кік 

где 

= ( 8 - 112 ) 

і=і 

представляет собой полную плотность заряда, а 

І к = І № + Я ѵ к> № = Я (1) № - ѵ к ), і к = Ъ { 1 ] - 

(8.113) 

Аналогично выражению (8.38) диссипативное неравенство 
для рассматриваемой системы имеет вид 

0 

Рог 11- -^- ,>0, <8.114) 

где Д — химический потенциал 1-го континуума, отнесенного 
к единице заряда: 

(8.115) 

Для дальнейшего рассмотрения целесообразно с помощью 
уравнения (8.17) преобразовать уравнение сохранения пар¬ 
циального заряда (8.102) к виду 

Р + Ік]к = Ф 1) ’ 

где #0 *=* а 1 - 1 ) /о. 

' г * ’ " * / » 


( 8 . 116 ) 
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Из соотношений (8.111), (8.114), (8.116) и определения 
плотности свободной энергии получаем следующую формули¬ 
ровку второго начала термодинамики (справедливую для рас¬ 
сматриваемой здесь системы): 

Р ('7)7’ 'Ф “Ь ^1 I)I ІктРгл* к рЕщ [)[ П т 

п п п 

- Е рд <() ж 5<і) - Е ьі* + Е ~ ^ . * +Е ѵ і) ѵ і) < °- 

і=і і =і г-і 

(8.117) 

За независимые реактивные переменные примем объективные 
величины 

<Ѵ> ѳ ; Ѳ.ю с< ; >; с% (8.118) 


а в качестве активных переменных — величины 


Ф; Т» і н \ й-< г >; Д«; 3% $<«>. 


(8.119) 


Необходимые и достаточные условия справедливости не¬ 
равенства (8.117) при сделанных выше предположениях 
(8.118) и (8.119) имеют вид 


ті = 


дѲ ’ р ік1 ~ 2 дС„, х к.К х 1-Ь+ дПіг ЧЛ, 


Р _ у 

Ек ~ дІ1 к к - к ' ^ 


кь 

(і Г) 

дс {1) ' 


дф _ дф 

5(Г7 ~ дс\Ч 


( 8 . 120 ) 


: 0, /=1,2. п, 


(Щ - Е к ) Д» - 4 + I ^ < 0. 


г=і 


На основе соображений, связанных с физической приро¬ 
дой генерируемых свободных носителей тока, мы предпола¬ 
гаем ниже, что выполнены неравенства 


Е (ЭД - Е к ) ДО - к < о, Е < о, ( 8 . 121 ) 


которые представляют собой достаточные условия справед¬ 
ливости соотношений (8.120)в- Для того чтобы упростить 
представленную теорию и привести ее в соответствие с неко¬ 
торыми эмпирическими моделями [74, 79, 81, 115] ."допустим, 
что носители тока не влияют на состояние, соответствующее 
напряжению, а химические потенциалы определяются толь¬ 
ко концентрациями носителей токов соответствующих типов, 
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В линейном варианте теории при сделанных выше предполо¬ 
жениях получаем уравнения 

Ікі == АкІтпРтп Ро ^кіт^т’ Ек ~ ^тпк&тп "~Ь ^кт^-т> 

|і( , і = В«)(?'і -4')), (8.122) 

я {1) = І (?»»- <$»>), до = <я т - 

Я1=1 

д __ ^(0 Р (0 

где {А (гт| } и {сг^}—соответственно неположительно и неот¬ 
рицательно определенные матрицы. 

Некоторые применения представленной здесь теории в 
биомеханике костной ткани приведены в работе [15], 



9. Термодинамическая модель механической 
среды с внешним управлением 


9.1. Основные термодинамические зависимости 

Механической средой с внешним управлением мы называем 
сплошную среду, которая под действием некоторых внешних 
факторов может изменять свои реологические свойства и ме¬ 
ханическое состояние. Примерами подобных сред являются: 
тела, находящиеся под воздействием ионизирующей радиа¬ 
ции, которая вызывает фотохимические реакции и приводит 
к обратимым и необратимым микроструктурным изменениям; 
полимерные тела при квазистатической нагрузке, находящие¬ 
ся под дополнительным вибрационным воздействием: биоло¬ 
гические ткани, которые в организме находятся под воздей¬ 
ствием различных физиологических факторов биоэлектриче¬ 
ской и биомеханической природы (мышечная ткань, которая 
может сокращаться при воздействии электрического сигна¬ 
ла). Некоторые частные случаи сред с внешним управлением 
рассмотрены в работах [16, 31, 33]. 

Допустим, что внешнее управление может быть парамет¬ 
ризовано с помощью модельной функции у, которая зависит, 
кроме времени (, также от определенного числа параметров 
Рі, р 2 , ..., р л , характеризующих внешнее воздействие. Допу¬ 
стим также, что у является скалярной, непрерывной и поло¬ 
жительной функцией. В случае отсутствия управления у = 0. 

Согласно первому и второму началам термодинамики, для 
простого материала в случае среды с внешним управлением 
имеем 


Р е — іщХк. і ~ЪТ Скі "Ь к + Р2 + е , (9.1) 



где ё и г) представляют собой соответственно внутреннюю 
энергию и энтропию, которые вносятся в единицу объема 
управляющим сигналом. 

С помощью определения плотности свободной энергии 

Ф = е — Ѳт) (9.2) 
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и первого начала термодинамики (9.1) і диссипативное нера¬ 
венство (9.1) 2 можно преобразовать к виду 



1 

-2' А.. I 


й 


'' к^к 

ѳ 



где величину ф = ё — Ѳг) можно рассматривать как плотность 
свободной энергии, которая вносится управляющим сигналом. 
При отсутствии управления у = 0 =#> ф = 0. 


9.2. Определяющие уравнения 

В качестве основных локальных термодинамических парамет¬ 
ров примем величины 

.С КЦ \ Ѳ; Ѳ. к ; у: К (г >, /= 1, 2. N. (9.4) 

где — N внутренних параметров разной тензорной раз¬ 
меренности, с помощью которых моделируется неупругое по¬ 
ведение рассматриваемой деформируемой среды. 

В наиболее общем виде определяющие уравнения могут 
быть представлены соотношениями 


'ф = ф(С МЛГ ; Ѳ; Ѳ, д,; К ш ; у), 

ітп~Т К1 (С мк г", Ѳ; Ѳ. ѵ ; К (П ; у)х т , к. х і,і, 
т] = т] (С млг ; Ѳ; Ѳ, д.; К ( '>; у), 

И к = Н К (С мы ] Ѳ; Ѳ іЛГ ; К"*; у)х ьК , (9.5) 

ф = ф(С муѵ ; Ѳ; Ѳ >лг ; К' ( >; у), 

~ = д ш) (С МЛ( ; Ѳ; Ѳ, л ,; Ц<*>; Ѵ >, 

Л = і) (Стид?! Ѳ. лг! К' 9; у), іп, I — 1, 2, ..., N. 


С помощью соотношения (9.5) і диссипативное неравен¬ 
ство (9.3) можно представить в виде 


'(! + ”) 
+ 4 


— ѳ + 

дѲ 


к 




і=і 


<3ф 

ак (/) 


е со + 


дС КІ 2р 4г 


N О <3і|) 

х к. А. і) + Р"ау 


<зф о 
ШУ 


Ѳ . ь н к __ 


■ ф^!0. 


(9.6) 


Необходимые и достаточные условия справедливости нера- 

(п с\ 

илѵѵ-пилл 


В6КСТВ2 (9.6) 
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имеют вид 


Зф Зф „ . _ Зф 

— зѳ ’ “з7~ и ’ 1к1 ~ Р ~дС^ і 


Ъ 

г=і 


Зф 


зр 1 


XI) 


. <тИ) 


— Ф ■ 


Ѳ . к к к 


дС кь Хк ' кХі> 1 ’ 


< 0 . 


(9.7) 


Разложим величины § {1 \ ф и Нн в ряд по степеням у, 
учитывая, что ф 0 при у -у 0: 

оо 

Ф = Е Ф (,п) (Слш; Ѳ; ѳ.іѵ‘. К <г >)у т , 

т = 1 
оо 

8< г > = Е ё (!т) (Смм’’ Ѳ; Ѳ. дг; К")) у т , (9.8) 

т =*0 

оо 

К= Е й<-)(С № ;Ѳ;Ѳ >ІѴ ; Г>)у- 

т = 0 

Подставляя разложения (9.8) в неравенство (9.7), полу¬ 
чаем 


Ер 

І = 1 


Зф 

ЗР Ш 




т-іЖ 


оо / N 

Е(Е 

т=1 \г~1 


Зф 


ЗР 


. р (Ш) — 

( і ) ё 


ѳ,к^ ( Г 

ѳ 



(9.9) 


Поскольку первые два члена в этом неравенстве не зависят 
от управляющего сигнала, имеют место следующие два нера¬ 
венства: 

N 

2р^г-е (го) -ѳ,Л 0) <о. (9.Ю) 



8 


•(*«> _ 


ѳ. Л т) 



у т < 0 . 


В наиболее общем случае изменения внутренних пара¬ 
метров оказывают влияние на перенос тепла, так как с их 
помощью учитывается структурное состояние среды. Однако 
мы пренебрежем этим эффектом, так как он является «свя¬ 
занным» и, следовательно, более слабым по сравнению с ос¬ 
новными эффектами. Поэтому неравенство (9.10)! распадает¬ 
ся на неравенства 
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В случае теории, линейной по отношению к управляющему 
сигналу, из неравенства (9.10) 2 получаем 


■Ф (1) > X! 




<эф 

р дЦ {1) 


у(П) -- 


ѳ , ф { к ] 


(9.12) 


Если управляющий сигнал не оказывает прямого влияния 
на перенос тепла, то величиной /г ( 4 '> в неравенстве (9.12) сле¬ 
дует пренебречь, причем в этом случае получаем, что вне¬ 
сенная извне свободная энергия ф не расходуется только на 
внутренние структурные изменения: 

N 

е (П) . (9.13) 


9.3. Линейная теория 

В линейном варианте излагаемой нами теории примем, что 
плотность свободной энергии является квадратичной функ¬ 
цией тензора бесконечно малой деформации, температуры и 
внутренних параметров: 

N N 

= Т^іМпгп + { Е В'""» • (*"> ® К< т >) + 2 ЧіЧтХ 

г, т-і г=і 

N 

X Е<‘> + у С (Ѳ - + м кіЧі (Ѳ - е 0 ) + X Р(') • (Ѳ - Ѳ 0 ). 

1 

(9.14) 

После подстановки выражения (9.14) в уравнения 
(9.17) и з получаем 

**г = А кШп*тп + Мы (Ѳ - Ѳо) + X, КІ7> • К (М >, 

( 9 - 15 ) 

~ Ро'П = М тп г тп + С (Ѳ - Ѳ 0 ) + ^ Р«) • 0. 

В линейном варианте теории необходимым и достаточным 
условием справедливости неравенств (9.11) является суще¬ 
ствование следующих линейных зависимостей: 

N 

в ‘° Ь<т '>- вЦр (9.16) 
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где {Ь (,т> }— неположительно определенная матрица, а 
{X*/} — неотрицательно определенная матрица. После подста¬ 
новки уравнения (9.14) в (9.16) і получаем 

% т = К!&е*« + I В ит) • К ,т ’ + Р' г) (Ѳ - Ѳо), (9.17) 


кій, = I Ѵ ІГ) • КЙ,, Р ( 1 ) =%Ѵ ІГ) -Г ІГ \ В (,т) =ІЬ^.В (гт) . 

г —1 г=>1 г =1 

(9.18) 

9.4. Применение теории сред с внешним управлением 
для моделирования процессов вибрационной ползучести 

Рассмотрим одномерное линейное вязкоупругое тело, находя¬ 
щееся под воздействием внешней нагрузки, представляющей 
собой суперпозицию одной квазистатической и одной динами¬ 
ческой гармонических составляющих: 

Р(() — Р (/) + Р 0 зіп соб (9.19) 

В силу соотношения (9.19) одномерное напряжение и одно¬ 
мерная деформация могут быть представлены в виде 

а(і) = а(() + ст 0 зіп со/, г(1) — г{() + е 0 зіп (юС -ф ф 0 ), (9.20) 

где д{і) и г(і) представляют собой квазистатические функ¬ 
ции времени. Наша цель состоит в построении термодинами¬ 
ческой модели, описывающей квазистатическую часть про¬ 
цесса, при котором воздействие вибрации учитывается мо¬ 
дельным образом с помощью управляющего параметра у, 
который является функцией величин сто и ю. 

Рассмотрим термоизолятор, для которого обменом тепла 
с окружающей средой за время эксперимента можно прене¬ 
бречь. Это условие действительно выполняется на практике 
в случае твердых полимерных материалов. Структурное со¬ 
стояние тела мы параметризуем величиной с. На основе пред¬ 
ставленного линейного варианта теории и сделанных выше 
предположений приходим к одномерным определяющим урав¬ 
нениям вида 


а = Еъ-\~ Кс, с = Вс + Ке-Ь бу, б = ре + гс + т, (9.21) 

где Е, К, В, К, г и т — константы. После исключения струк¬ 
турного параметра из уравнений (9.21) получаем обобщение 
модели Зинера 

■§Т о + М = Е (-щ- 1 + і,ё) + т. 


(9.22) 
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в котором реологические коэффициенты являются линейными 
функциями управляющего сигнала: 


Я.1 = Л? — $у> 
т = ту, = 


г 1° 2 -№-гЕ)ч 
Л 2 _-5-, 

„ (КК - ВЕ) 

-Б, '-а - е - 


(9.23) 


Полученные теоретические результаты находятся в соот¬ 
ветствии с экспериментальными исследованиями и эмпириче¬ 
скими моделями, предложенными в работе [21], где принято, 
что управляющий сигнал пропорционален произведению ча¬ 
стоты и амплитуды приложенного вибрационного воздействия 
(V ~ Оош). 
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